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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 
комиании Соо§1е в рамках проекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прогало достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских прав на эту книгу истек, и она перешла в свободный 
доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские права или срок действия авторских прав 
истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осугцествляется по-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 
это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а такж:е к знаниям, которые часто трудно найти. 

В этом файле сохранятся все пометки, примечания п другие записи, сугцествуюгцие в оригинальном издании, как напоминание 
о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1е гордится тем, что сотрудничает с библиотеками, чтобы перевести книги, перешедшие в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, иринадлеж:ат обгцеству, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы предприняли некоторые действия, иредотврагцающие коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 

Мы такясе просим Вас о следуюгцем. 

• Не используйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех пользователей, поэтому используйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Не отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматические запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем машинного 
перевода, оптического распознавания символов пли других областей, где доступ к большому количеству текста моясет 
оказаться полезным, свяясптесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каясдом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он позволяет пользователям узнать об этом проекте и помогает им найти 
дополнительные материалы при помогцп программы Попек книг Ооо§1е. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы используйте, не забудьте проверить законность своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга перешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
использовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
поэтому нет единых правил, иозволяюгцих определить, моясно ли в определенном случае использовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее моясно использовать как угодно и где угодно. 
Наказание за нарушение авторских прав моясет быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Соо§1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Программа Поиск книг Соо§1е помогает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 



Полнотекстовый поиск по этой книге моясно выполнить на странице ]1"Ь"Ьр: //Ъоокз.§оо§1е.сот/ 
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КАРТОГРАФЫ. 



-С^- 



в. ВИТК0ВСК1Й. 



УРТОГРАФШ 



(ТЕ0Р1Я КАРТОГРАФИЧЕСКИХЪ ПР0ЕКЦ1Й). 



Гд-Ь есть пов-Ьтр1е на чтенье, 
Въ чести тамъ грамота, перо; 
Гд1Ь грамота— тамъ просв-Ьщенье; 
Гд-Ь просв-Ьщенье— тамъ добро. 

Кн. П. А. ВяаемскШ. 



С.-ПЕТЕРБУРГЪ. 

Типограф1я Ю. Н. Эрлихъ, Садовая, № 9. 

1907. 



ГЕОДЕЗИЧЕСКОМУ 0ТЛЪЛЕН1Ю 



оКг1Аолао^^>(укой оЯЛадсл/ьги 



къ 
СЕМИДЕСЯТИПЯТИЛ-ЬПЮ АКАДЕМШ 



26 Ноября 

1832-1907. 



ПРЕДИСЛ0В1Е. 

Земная поверхность не можетъ быть изображена 
на плоскости съ сохранешемъ истинныхъ очертанй 
материковъ и океановъ, и всЬ географическ1я карты 
представляютъ эти очертан1я съ изв-Ьстными, иногда 
весьма значительными, но во всякомъ случа-Ь совер- 
шенно неизб'Ьжными искажешями. 

Такъ какъ географическ1я карты сд-Ьлались уже 
предметомъ повседневнаго обихода, то св'Ьд'Ьшя о раз- 
наго рода «картографическихъ проекшяхъ>, придуман- 
ныхъ для изображен1я сферической поверхности на 
плоскости, полезны каждому, а многимъ и необходимы. 

Между гЬмъ на русскомъ язык'Ь по теор1и карто- 
графическихъ проекшй до сихъ поръ им-Ьется только 
дв-Ь книги, и при томъ об-Ь переводныя: Тиссо — Изобра- 
жеше одной поверхности на другой и составлен1е 
географическихъ картъ (переводъ Д. П. Рашкова, 
Москва, 1899 г.) и Морршонъ — Какъ построить геогра- 
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фическую карту и какъ ею пользоваться (переводъ 
Д. В. Ройтмана, Москва, 1907 г.). 

Сочинен1е Тиссо написано такъ сжато и отвлеченно, 
что едва ли доступно начинающимъ; въ книжечк'Ь же 
Моррисона даются лишь начальныя понят1я, и не 
разсматриваются мнопя весьма часто прим-Ьняемыя 
проекщи. 

Правда, кратшя св'Ьд'Ьн1я о разныхъ проекщяхъ по- 
м'Ьщены еще въ нашихъ учебныхъ книгахъ по Мате- 
матической Географ1и и Геодез1и, но св'Ьд'Ьн1я эти по 
большей части недостаточны и не могутъ удовлетво- 
рить любознательнаго читателя. 

Вотъ почему я счелъ нелишнимъ напечатать (съ 
н'Ькоторыми дополнен1ями) содержан1е моихъ лекщй 
по Картограф1и, читанныхъ въ Геодезическомъ Отд-Ь- 
леши Николаевской Академ1и Генеральнаго Штаба. 

При составлен1и этой книги я пользовался изв-Ьст- 
ными сочинен1ями Жермена, Гретшеля, Тиссо, Ф1орини, 
Гаммера, Герца и Цеприца, а также отд-Ьльными стать- 
ями, пом-Ьщенными въ повременныхъ издашяхъ. 

Всл'Ьдств1е недостатка общепринятыхъ русскихъ 
картографическихъ терминовъ мн-Ь пришлось ввести 
н-Ьсколько новыхъ, по возможности точно передающихъ 
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выражен1я иностранныхъ авторовъ, но такъ какъ и у 
нихъ н-Ьтъ еще полнаго соглас1я въ этомъ отношеюи, 
то на введенный мною новыя слова надо смотр-Ьть 
только какъ на попытку установить бол-Ье или мен-Ье 
правильную русскую картографическую терминолопю. 



В. Витковскш. 



лесной 
Ноябрь 1907 г. 
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I. 

Введен1е, 

1. Сущноеть картограФичеекжхъ проекщй. Обитаемая нами 
планета— Земля— шарообразна, а потому всЬ св'Ьд^шя объ ея 
поверхности могутъ быть наглядно и точно изображены только 
на глобусгь, т. е. шар*, на которомъ показаны материки, океаны, 
горы, р'Ьки и пр. Бели бы глобусы им'Ёли значительные раз- 
меры, то лучшаго пособ1я при изучеши земной поверхности 
нельзя было бы и желать; къ сожал-Ьтю, большхе глобусы де- 
лаются крайне р^дко, а на такъ называемыхъ 4:учебныхъ> 
глобусахъ предметы земной поверхности уменьшены въ не- 
сколько милл10новъ разъ, и эти глобусы не могутъ служить для 
подробнаго изучешя отд^льныхъ местностей. Въ самомъ д-Ьл*: 
дааметръ Земли равенъ приблизительно 12 000 верстамъ, по- 
этому на глобус* съ дааметромъ въ 1 футъ масштабъ изобра- 
жен1й равенъ 1:42 000000, и мелше предметы, равно какъ 
подробности большихъ, должны быть пропущены; наприм^ръ, 
Бвадратъ, занимаюпцй на земной поверхности 100 квадратныхъ 
верстъ въ масштабе 1 : 42 000 000, имеетъ въ стороне лишь 
0.01 дюйма, что не позволяегь даже точно изобразить его видъ. 

Подробный изображешя материковъ, острововъ и пр. де- 
лаются, обыкновенно, на плоскости, на которую сферическая 
поверхность переносится весьма различными способами. Для 
удобства и точности нанесешя отдельныхъ точекъ и очертанШ 
местныхъ предметовъ всю земную поверхность воображаютъ 
разделенною на небольшхя сферическ1я трапещи системою ме- 
ридаановъ и параллелей. Мерищаны представляютъ больпие круги 

в. ВвтковекИ.— Картограф! а. 1 
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шара, проходяцце черезъ полюсы Земли, а параллели — малые 
круги, отстояице отъ полюсовъ на изв'Ьстяыхъ разстоян1яхъ; 
параллель, удаленная отъ полюсовъ на 90° и представляющаяся 
поэтому большимъ кругомъ, называется экваторомъ. Меридханы 
и параллели воображаютъ проведенными черезъ определенное 
число градусовъ, одинаковое на всемъ протяженш земной по- 
верхности. 

Если |[зображаемое пространство незначительно, то, им^я 
въ виду неизбежный погрешности графическихъ построен^, его 
можно принять за плоскость и изобразить въ изв^стномъ умень- 
шен1И безъ всякихъ искажетй, т. е. съ полнымъ подоб1емъ 
очертанШ и съ сохранетемъ истинныхъ отношенШ площадей 
отдёльныхъ участковъ; такое изображенхе называется планомъ. 
Иное д^ло представить на плоскости всю земную поверхность 
или большую ея часть. Разбивъ ее на отдельный сферичесия 
трапещи, ограниченныя дугами меридаановъ и параллелей, каж- 
дую такую трапевдю, если, конечно, мерид1аны и параллели 
проведены достаточно часто, можно безъ ощутительныхъ по- 
грешностей считать за плоскость, но если прикладывать так1я 
трапещи одн}^ къ другой, то не окажется уже сплогиного 
изображенья. При соединеши смежныхъ трапещи основан1ями 
(по параллелямъ) получатся заостренныя полосы съ просветами 
по мерид1анамъ; при соединен1и же ихъ боками (по мерпд1анамъ) 
получатся пояса, хотя и одинаковой ширины, но опять съ про- 
светами, на этотъ разъ по параллелямъ. По мере удален1я 
отъ первой положенной трапещи упомянутые просветы стано- 
вятся все шире, и очерташя береговъ, горъ, рекъ и пр., вер- 
ный на каждой отдельной трапещи, но будучи разорванными 
на части, не могутъ уже дать яснаго и нагляднаго предста- 
влен1я о своемъ истинномъ расположеши на земной поверхности. 
Если изображеюя сделаны въ весьма крупномъ масштабе, такъ 
что каждая сферическая трапещя представляетъ листъ значи- 
тельной величины, то никто и не соедпняетъ ихъ все заразъ: 
при сложети же четырехъ и даже девяти смежныхъ трапещи 
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просв'Ьты оказываются еще столь узкими, что не превосходятъ 
неизбежной деформащи бумаги во время черчен1Я, печатан1Я и 
хранен1я. Во всякомъ случаЬ совокупность такихъ трапещй 
нельзя назвать общимъ изображенгемъ страны, части св^та 
или всей Земли; это скорее атласъ^ листами котораго поль- 
зуются порознь, по м^р* надобности. Изображен1я въ вид* от- 
д-Ёльныхъ трапец1й получили въ последнее время большое рас- 
пространете и извЬстны подъ назван1емъ многогранныхъ про- 
екцШ, потому что, если соединить вс1Ь трапещй соответствую- 
щими рамками, то получится не плоскость и не сфери^еска^I 
поверхность, а многогранникъ. 

Всл'Ьдств1е невозможности развернуть сферическую поверх- 
ность въ плоскость безъ складокъ и разрывовъ, а также всл^д- 
ств1е упомянутыхъ выше неудобствъ какъ глобусовъ, такъ и 
изображенШ въ вид* отд^Ьльныхъ трапещй, для подробнаго изуче- 
шя земной поверхности приб^гають къ географшсескимъ кар- 
тамъ, т. е. къ сплопшымъ изображен1ямъ на плоскости боль- 
шихъ пространствъ и даже всей земной поверхности. Такъ 
какъ сделать сплошное плоское изображен1е въ одномъ мас- 
штаб* на всемъ его протяжеши невозможно, то придумали такъ 
называемый картографическгя проекцш или условный по- 
строен1Я, при которьгхъ стремятся удовлетворить гЬмъ или 
инымъ требовашямъ, причемъ масштабъ въ различпыхъ на- 
правлешяхъ и въ разныхъ м^стахъ изображен1я, вообще говоря, 
не одинаковъ. Перемены масштаба представляютъ, конечно, не- 
удобство картографическихъ проекщй и выполненныхъ по нимъ 
географическихъ картъ, но такъ какъ эти перемены, во вся- 
комъ случа* неизб'Ьжныя, происходятъ постепенно, по изв'Ьст- 
нымъ законамъ, и въ лучпшхъ проекщ'яхъ он* незначительны, 
то это неудобство почти не ощутительно. 

Обыкновенно, вдоль одной или н'Ьсколькихъ линШ (мерид1а- 
новъ, параллелей или другихъ кривыхъ) масштабъ им*етъ ту 
величину, въ которой уменыпенъ глобусъ, служапцй основа- 
шемъ построеюя проекщй; этотъ масштабъ называется глав- 

1* 
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иымъ. По всЬмъ прочимъ паправлен1ямъ масштабы крупн-Ье 
или мельче главнаго; ихъ называютъ частными. Ч'Ьмъ меньше 
уклоненк частныхъ масштабовъ отъ главнаго, тЬмъ проекцк 
считается совершенн1Ье. 

Такимъ образомъ существенное различхе между планомъ и 
картою заключается въ томъ, что плаиъ представляетъ изобра- 
жете въ постоянномъ масштаб*, а ^а/?та— изображеше въ мас- 
штаб'Ь перем'Ьнномъ. Понятно, что въ план* возможно изобра- 
зить только небольшую часть земной поверхности *), а на 

каргЬ произвольно большую и даже всю 
Землю. Каждой сферической трапецш А 
(черт. 1), ограниченной дугами меридха- 
новъ и параллелей на земномъ шар*, 
соотв'Ётствуетъ на карт* н*который пря- 
молинейный или криволинейный четыре- 
угольникъ В на плоскости, и каждой 
точк* а на поверхности Земли соотв*тствуетъ вполн* опред*- 
ленная точка Ь на карт*, причемъ если с*ть меридхановъ и 
параллелей достаточно густа, то не трудно опред*лить коор- 
динаты точки Ьу по изв*стнымъ широт* и долгот* точки а. 
Законъ проведешя мерид1ановъ и параллелей на картографиче- 
скихъ проекщяхъ почти всегда таковъ, что перем*ны масштаба 
совершаются непрерывно, безъ скачковъ. 

Задача построен1Я картографическихъ проекщй въ сущности 
неопред*ленная, и для ея р*П1ен1Я ставятъ н*которыя услов1я. 
Можно, наприм*ръ, требовать, чтобы мерищаны и параллели 




*) Съ математической точки зрЪшя планъ нельзя сд-Ьлать даже и для 
самаго малаго участка земной поверхности, но, им-Ья въ виду огромные 
раз^Ьры Земли и неизб-Ьжныя погрешности графическихъ постросшй, 
незначительную часть шара можно считать плоскостью; вообще говоря, 
такое допущен1е справедливо до гЬхъ поръ, пока разность между ду- 
гами на шаре и соответствующими имъ хордами и касательными меньше 
предельной точности масштаба. Чемъ мельче масштабъ и чемъ меньше 
точность топографическихъ работъ, служащихъ основатемъ для соста- 
влешя изображен1я, темъ ббльшую часть земной поверхности можно 
считать плоскостью. 
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изображались на проекщи лин1ями изв']^стнаго рода (прямыми^ 
кругами и т. п.), чтобы на карт* сохранялись углы или йло- 
щади, чтобы самое построете проекщи было легко и удобно 
и пр. Въ каждой проекщи пресл'Ьдуется одна или н'бсколько 
ц*лей въ ущербъ другимъ, и проекцш, которая удовлетворяла 
бы вс']&мъ требоватямъ вм'Ьст* (какъ изображеше на план']^), 
не только не существуетъ, но и не можетъ существовать. 

Всл'Ьдств1е условности изображеюя сферической поверхности 
на плоскости, въ разное время изобр'Ьтено множество проекцШ, 
подробное изучете' которыхъ составляетъ особую отрасль мате- 
матическихъ я^укь—Карпюгра^т; въ ней разсматривается 
аналитическая зависимость координатъ точки на плоскости отъ 
географическихъ координатъ соответствующей точки на поверх- 
ности Земли, изучаются виды кривыхъ, которыми изображаются 
въ разныхъ проекщяхъ меридааны и параллели, изучаются за- 
коны искажен1й линШ и угловъ, и, наконецъ, указывается, въ 
какихъ случаяхъ всего выгоднее применить ту или иную проек- 
щю. Еартограф1я— наука весьма древняя: еще въ гЁ времена, 
когда Землю считали плоскостью, изобретались проекщи для 
изображешя зв^зднаго неба. Необходимо заметить, что задача 
Картографш какъ науки, ограничивается построен1емъ сЬти ме- 
рид1ановъ и параллелей; заполнейе же сЬти подробностями зем- 
ной поверхности, получаемыми изъ съемокъ, представляетъ уже 
технику составлеюя картъ. 

2. Д%лен1е проекцхй. При всемъ разнообразш существую- 
щихъ проекщи, въ нихъ можно подметить обпця черты, позво- 
ляюпця для удобства изучеюя разделить всЬ проекщи на не- 
сколько классовъ. Самымъ существеннымъ признакомъ проекщи 
служитъ свойство г^зображетя, по которому он* бываютъ: 

1. Равноугольныя (автогоничесюя, конформныя, ортоморф- 
ныя), сохраняюпця подойе въ безконечно-малыхъ частяхъ. На 
этихъ проекщяхъ масштабъ остается неизм'Ьннымъ по всЬмъ 
направлетямъ изъ каждой отдельной точки, но на весьма ма- 
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ломъ (точнее безконечно-маломъ) протяженхи; при переход* отъ 
точки къ точк* масштабъ меняется и въ разныхъ мЁстахъ проек- 
вди. вообще говоря, различенъ. Другими словами, на равноуголь- 
ныхъ проекц1яхъ масштабъ въ каждой отдельной точк* не зави- 
ситъ отъ направлен1Я, и потому, наприм*ръ, безконечно-малые и 
равные кружки, взятые въ разныхъ точкахъ сферической поверх- 
ности, изображаются на проекщи тоже кружками, но рад1усы этихъ 
кружковъ въ разныхъ м'Ьстахъ проекщи оказываются различ- 
ными. Подоб1е въ безконечно-малыхъ частяхъ происходитъ именно 
потому, что на этихъ проекщяхъ не изменяется величина угловъ. 

2. Равиовеликгл (авталичесюя, эквивалентныя, гомалогра- 
фичес'К1я), сохраняющ1я поверхности участковъ. На этихъ проек- 
Ц1яхъ маси1табы въ каждой точк* по разнымъ направлен1ямъ 
различны, но средняя величина масштаба во всЬхъ точкахъ 
проекщи остается неиЗхМ^нною. Каждый безконечно-малый кру- 
жокъ, взятый на сферической поверхности, изображается на 
проекщ'и равновеликимъ ему эллипсомъ, а каждая замкнутая 
фигура произвольныхъ разм^ровъ изображается хотя и не по- 
добною, но равновеликою ей замкнутою фигурою. 

Такъ какъ сферическая поверхность не можетъ быть раз- 
вернута въ плоскость безъ складокъ и разрывовъ, то условхя 
равноугольности и равновеликости не совместимы. 

3. Произвольныл не сохраняютъ ни подоб1я въ безко- 
нечно-малыхъ частяхъ, ни равенства поверхностей, но зато мо- 
гутъ обладать другими преимуществами, имеющими значеше, 
наприм'Ьръ, простоту построен1я, удобство р^шешя на нихъ 
извёстныхъ практическихъ задачъ и т. п. 

Такое д^леше проекщи имеетъ большое теоретическое до- 
стоинство, но при изучети отд^льныхъ проекщи гораздо на- 
гляднее д'Ьлен1е ихъ не по свойствамъ изображетя, а по спо- 
собу построетя. Въ этомъ отношенш всЬ проекщи можно 
подразделить на следу ющ1я: 

1. Перспективныл^ на которыхъ земная поверхность изобра- 
жается такъ, какъ она представлялась бы въ перспективе на 
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ПЛОСКОСТИ, если бы Земля была прозрачна. Точка зр^^шя и 
картинная плоскость могутъ им4ть разныя положен1я относи- 
тельно центра Земли, соотв'бтственно чему перспективный проек- 
щи сами подразд'Ьляются еще на несколько семействъ. 

3. Зепитальныл, въ которыхъ сферическая поверхность 
переносится по изв'Ьстнымъ правиламъ на плоскость, касаю- 
щуюся Земли въ произвольной точк*; этотъ классъ проекщй 
заключаетъ въ себ* и всЬ перспективны}! проеквди, но всл'Ьд- 
ств1е различ1я въ способахъ построеюя ихъ разсматриваютъ, 
обыкновенно, отдельно. 

3. Цилиндрическгя, въ которыхъ сферическая поверх- 
ность переносится сперва на поверхность описаннаго или с^Ьку- 
щаго цилиндра; загЬмъ поверхность цилиндра мысленно разре- 
зается по одной изъ образующихъ и развертывается въ плоскость. 

4. Коническгл, въ которыхъ сферическая поверхность пере- 
носится сперва на поверхность касательнаго или сЬкущаго ко- 
нуса; загЬмъ поверхность конуса мысленно разрезается по орой 
изъ образующихъ и развертывается въ плоскость. Въ сущности 
коническ1Я проекщй заключаютъ въ себ* и всЬ предыдущ1я, по- 
тому что если уголъ при вершин* конуса равенъ 180° или 0°, 
то конусъ обращается соответственно въ плоскость или въ ци- 
линдръ; однако эти предельные случаи, какъ просгЬйшхе, при 
первоначальномъ изученш лучше разсматривать отдельно. 

3. Условныл, къ которымъ относятъ ВС* гЬ проекщй, гд* 
построен1е не делается перечисленными выше простыми гео- 
метрическими прхемами. 

Описать или даже только перечислить всЬ проекщй н^тъ 
никакой возможности. Съ теоретической точки зр^тя произ- 
вольныхъ проекщй въ безконечное число разъ больше, ч*мъ 
равновеликихъ, а равновеликихъ въ безконечное число разъ 
больше, ч*мъ равноугольныхъ; число же равноугольныхъ проек- 
щй само по себ* равно безконечности. 

Число предложенныхъ, а гЬмъ бол^е когда либо применяв- 
шихся проекщй, само собою разумеется, не безконечно велико, 
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но все же весьма значительно; поэтому въ посл-ЬдующЕхъ гла- 
вахъ разсмотр'Ьны только чаще встр'Ьчаюпцяся или почему либо 
особенно любопытный проекцш. Отд'Ьльныя проекцш распреде- 
лены по главамъ, сообразно способу построенхя, и при описа- 
нш каждой проекщи упомянуто, къ какому классу она принад- 
лежитъ по роду изображешя. Такъ какъ при такомъ порядк* 
изложетя на долю условныхъ проекцШ пришлось бы очень боль- 
шое ихъ число, то опЬ въ свою очередь разделены на три 
отдела по роду изображен1я, т. е. на равноугольныя, равно- 
велик1я и произвольный. 

Въ посл'Ьдующихъ статьяхъ этого введетя разсмотр'Ьны 
обпця свойства всЬхъ проекщй. 

3. Маештабъ. Масштабомъ называется отношеше длины 
какой нибудь линш на карт^ къ длин1^ горизонтальной проек- 
цш той же линш на 
у м'Ьстности. Выше было 

уже упомянуто, что 
сферическая поверх- 
ность не можетъ быть 
развернута на плоско- 
сти безъ складокъ или 
разрывовъ; поэтому не 
можетъ существовать 
проекщи, на которой 
маештабъ былъ бы 




,^? 



Черт. 2. 



везд'Ь одинаковъ. Обыкновенно, маештабъ различенъ не только 
въ разныхъ точкахъ проекщи, но различенъ и по разнымъ на- 
правлетямъ изъ одной точки. 

Пусть шаръ Р^Р^Е (черт. 2) представляетъ земной шаръ, 
уменьшенный въ главномъ масштаб*, а плоскость ХО^У проек- 
цш, на которой изображаютъ всю земную поверхность или 
известную часть ея. Выведемъ общую формулу для частнаго 
масштаба въ любой точк* ^ проекщи, соответствующей точк* 
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Т на поверхности шара. Назовемъ географичесш координаты, 
т. е. широту и долготу точки Т на шар* буквами ^ и X, а 
прямоугольный координаты изображен1я ^ буквами :г ту. Про- 
ведемъ на шар* дугу ТП въ произвольномъ направлети, опре- 
дЪляемомъ азимутомъ а, и отложимъ на ней безконечно-малое 
разстояше Ло ; пусть соответствующая прямая на проекцш бу- 
детъ ^и = Лз^ проведенная подъ азимутомъ А. Изъ опред*ле- 
юя масштаба с, какъ отношенгя длины лиши на проекщи къ 
длин* соответствующей лин1и на поверхности шара, им*емъ: 

с = ^ (а) 

Означимъ радаусъ шара черезъ Д, причемъ это В пред- 
ставляетъ радхусъ земного шара, уменьшенный въ главномъ 
масштаб*, и построимъ для точки V приращенхя УП ш> ме- 
ридаану и ТУ по параллели, а на проекцш соотв*тствующ1я 
приращешя прямоугольныхъ координатъ ^ и ^. Если назвать еще 
рад1усъ параллели точки Т черезъ г, то катеты безконечно- 
малаго прямоугольнаго сферическаго треугольника ТПТ будетъ 

а катеты соотв*тствующаго ему безконечно-малаго плоскаго 
прямоугольнаго треугольника ^иV будутъ: 

(V = €1х и Vи = йу 

и, на основанш теоремы Пиеагора, им*емъ: 

Подставляя эти выражен1Я въ предыдущую общую фор- 
мулу {а) масштаба, получимъ: 

Какова бы ни была проекщя, прямоугольныя координаты 
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X }1 у любой ТОЧКИ карты всегда представляются некоторыми 
функщями географическихъ координатъ X и ^ соответствую- 
щей точки поверхности шара, такъ что вообще можно положить: 

(2) 
и, следовательно: 

с?ж = .^ . (/X -+- ^ . с?(р = р . ^Х н- } . (^ср 

дГ дГ ^^^ 

щ± буквы рад введены только для сокращеннаго обозначе- 
Н1Я соотв^Ьтствующихъ частныхъ производныхъ. Вставляя ве- 
личины (3) въ формулу (1) и собирая подобные члены, по- 
лучаемъ: 

Дал1&е, изъ чертежа видно, что 
г. ах 

откуда 

с?Х В. (да 

• с?ср г 

поэтому^ разделивъ числителя и знаменателя выражетя с^ на 
(/9^ имеемъ: 

с* = - — Т-- 5*^ а •+■ --— ^^-^^^ вгл 2а ч- р./ со^^а (4) 

Эта формула показываетъ, что величина масштаба зави- 
ситъ не только отъ положетя точки (ея географическихъ ко- 
ординатъ X и 9) и вида функщй (2), но и отъ азимута а 
направлешя ТП . 
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Любопытно^ что сумма тадратовъ масштабовь по двумь 
взаимнО'Перпендикулярнимь направлетямъ величина по- 
стояннал. Въ самомъ д'Ьл'Ь, зам'Ьнимъ въ формул* (4) ази- 
мутъ а азимутомъ а -ь 90° и назовемъ соотв'Ьтствуюпцй мае- 
гатабъ черезъ с^\ тогда 

* г^ Кг В* 

складывая это выражеюе съ (4), получаемъ: 

о.-ьо,> = г1^^'-1±^' (6) 

Во вторую часть этого равенства входятъ только ча^тныя 
производныя Ру р^у ^ ^ д1 И рад1усы Виг, постоянные для 
данной точки; отсюда и сл^дуетъ, что сумма квадратовъ мас- 
штабовь въ каждой точк* проеквди по двумъ взаимно-перпен- 
дикулярнымъ направлен1ямъ не зависитъ отъ самихъ азиму- 
товъ, лишь бы оба азимута различались на прямой уголъ. 

4. Главныя направлешя. Онредйкимъ азимуты, при кото- 
рыхъ масштабы въ данной точк* им*ютъ наибольшую и наи- 
меньшую величину. Для этого, полагая въ выраженш (4) 
перем*ннымъ только азимутъ а, найдемъ первую производаую 
величины с^: 



(1с 
с1а 



7-\~^^ дг ]8гп2ач- ^^- С082а 

Если приравнять эту производную нулю, то получимъ 

Хотя для ^у 2а получилось одно значеше, но для азимута а 
будутъ, очевидно, два, лежапця между О"" и 180° и разли- 
чаюпцяся между собою на 90°. Эти два значешя соотв'Ьт- 
ствуютъ наибольшему и наименьшему масштабамъ; дМстви- 
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тельно, втарая производная выражевпя (4) представляется слЪ- 
дующимъ образомъ: 

Каково бы ни было значеше ^д2а^ всегда ^^2 (а-ь90°) = 
= ^д 2а, и потому выражеше въ скобкахъ им'Ьетъ одну и ту же 
величину какъ для а, такъ и для а -*- 90°; множитель же 
С08 2а для такихъ двухъ азимутовъ различается только знакомъ, 
такъ что вторыя производный для а и для а -ь 90° им*ютъ 
всегда противоположные знаки. 

Итакъ, въ каждой точк'Ё проекщи масштабы по разнымъ 
направлегаямъ вообще различны, но всегда существуютъ два 
направлен1я, въ которыхъ масштабы им^^югь наибольшую и 
наименьшую величины, и эти два направлетя на шар1& вздимно- 
перпендикулярны; они называются главными направлтгями, 

Опред']^имъ, подъ какимъ угломъ пересекаются на проекщи 
направлетя, соотв1^тствующ1я главнымъ направлешямъ на тц^. 
Азимутъ А на проекщи, какъ видно изъ чертежа 2, выражается 
формулою: 

Равенства (3), поел* подстановки 



даютъ: 



такъ что 



ё\ = — ^' — с1^ 
ах = ^ — ^да-^^\ с/ср 

ПрЬда-л-гд 
гд А = 



Вр^^да-^г^^^ 
для азимута же А^, соотв*тствуюп1аго на проекц1И азим)ту 
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Я -н 90° на шар*, получится: 

Вр со1д а — ^^ 



1дА,= 



Вр^ со1да — ^^^ 
и, сд'бдовательно: 

_ Д'р' н- Вгрд {со1д а — 1да) — г^д^ 
гдл.гдл, - л^^^^ _^ Цгр,д,{соЬда—1да)—г\,'' 

Припоминая, что 

соЬд а — 1да =^ 2 со1д 2а 

и за1г]^няя ^д2а его выражешемъ (6), получимъ посл'Ё приведешй: 

1дА. 1дА^ = — 1 

Известно, что если произведете тангенсовъ двухъ угловъ 
равно — 1, т. е. если ^дА = — Шд А^, то 

А,= А-А- 90° 

Итакъ, главныя направлешя, соотв^тствуюпця наибольшему 
и наименьшему масштабу, и который, какъ доказано раньше, 
на шар* взаимно-перпендикулярны, на проекщи оказываются 
тоже взаимно-перпендикулярными. 

Главныя направлешя вообще не совпадают'ь съ направле- 
шями мерид1ановъ и параллелей, за исключеюемъ гЬхъ проек- 
вдй, на которыхъ мерид1аны и параллели пересекаются подъ 
прямыми углами. 

5. Указательшща. Если на большой оси АА^ (черт. 3) 
эллипса АВА^В^, какъ на дхаметр*, построить кругъ АСА^С^ 
и провести два произвольныхъ, но взаимно-перпендикулярныхъ 
радауса ОК и ОЪ^ опустить на большую ось АА^ перпен- 
дикуляры КМ и ^/^V и соединить съ центромъ точки пере- 
сЬчешя А и / этихъ перпендакуляровъ съ дугою эллипса, то 
сумма квадратовъ кО^ н- 10^ постоянна, при любомъ распо- 
ложеши перпендикулярныхъ радаусовъ ОК и ОЬ и равна 
сумм* квадратовъ полуосей эллипса а^ -н й^. 
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Д-Ьйствительно, изъ прямоугольныхъ треугольниковъ ОМк 
и 01^1 им4емъ: 

01^ ч- ОГ" = (ОМ' ч- Мк') н- [ОК' -ь N1') 
Такъ какъ по известному свойству ординатъ эллипса: 



Мк = - МК 
а 




N1 



то 



Ок' 



ОР 



^'^ 



ОМ' 



-, (МК' -ь КЬ') 



Дал^е, изъ равныхъ прямо- 
угольныхъ треугольниковъ ОМК 
и 0N^ (всл'Ьдств1е равенства 
ихъ гипотенузъ и перпендикулярности катетовъ) имЬемъ: 

0N = МК и КЬ= ОМ 

и, кром* того, 

ОМ' ч- МК' -г а' 

Поел* этихъ подстановокъ получаемъ: 

Ок' -ь 01' =-- а' -+- Ь' 

что и требовалось доказать. 

Такъ какъ обратно, доказанное свойство вполне опред*- 
ляетъ эллипсъ, то на основаши равенства (5), показывающаго. 
что сумма квадратовъ масштабовъ на проекции по направле- 
шямъ, соотв'Ьтствующимъ двумъ взаимно-перпендикулярнымъ - 
направлеюямъ на шар*, равна постоянной величин*, видно, 
что проеквдя любого безконечно-малаго кружка на шар* всегда 
представляется н'Ькоторымъ эллипсомъ. Видъ и размеры такого 
зллипса различны въ разныхъ проекц1яхъ и въ разныхъ точ- 
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кахъ одной проекц1и; они служатъ существеннымъ признакомъ 
характера искажешй изображен1я на каргЬ; вотъ почему самый 
алдипсъ назьшается упазательиицею или индиктрисою. Если 
въ указательниц* а = ^^ то каждый безконечно-малый кру- 
жокъ на шар* изображается кружкомъ, щ следовательно, нро- 
екц1я равноугольна; если аЪ = 1^ то она равновелика и т. п. 

Ниже, въ § 9 доказано, что въ такъ называемыхъ орто- 
графическихъ перспективныхъ нроешдяхъ не только безконечно- 
малый, но и любой кругъ изображается эллипсомъ, во всЬхъ 
же вообще проекщяхъ эллипсами изображаются только безко- 
нечно-малые кружки; поэтому на безконечно-маломъ протяже- 
нш каждую проекщю можно считать ортографическою, соот- 
в4тствующаго масштаба. 

Въ предыдущемъ § 4 было доказано, что въ каждой точк* 
любой проекщи существуютъ два направлешя, по которымъ 
масштабъ им^етъ наибольшую и наименьшую величины, и что 
эти направлешя взаимно-перпендикулярны. На указательниц1> 
наибольшШ и наименьш1й изъ лучей, проведенныхъ изъ центра, 
суть, очевидно, полуоси эллипса, и они взаимно-перпендику- 
лярны; поэтому полуоси указательницы даютъ именно величины 
нанбольшаго и наименьшаго масштаба въ каждой точк'Ь проек- 
щи. Длины лучей въ любомъ направлеюи отъ центра до обвода 
указательницы даютъ непосредственно масп1табы на проекщи 
въ соотв'Ьтствующихъ направлен1яхъ; для опред*лен1я этихъ со- 
отвтпствующихъ иаправленгй разсмотримъ связь между 
углами въ кругЬ на шар-Ь и въ указательниц* на проекции. 

На поверхности шара каждый острый уголъ АОК = гь 
(черт. 3), въ которомъ одно направлеше главное, соответ- 
ствующее направлешю большой полуоси указательницы, пре- 
вращается на проекщи въ уголъ АОк = V, причемъ между 
)тдами и и V существуетъ сл^душищ простая зависимость, 
вытекающая непосредственно изъ свойствъ эллипса: 

1ду=-(ди (7) 
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Такъ какъ уголъ V можетъ быть произвольнымъ, а раз- 
ность и — V большею частью величина малая, то выгодн'Ёе 
вычислять не самый уголъ г?, а разность и — V. Подставляя 
въ правую часть известной тригонометрической формулы 

1ди — 1ду 
^ ^ ^ 1ч- 1диЛду 

вместо ^дV его выражеше (7) и припоминая, что 

^ I -л-С08 2и 

получимъ поел* простыхъ преобразованШ: 

{а — Ь)8гп 2и 
*^ (^-^) = ^ач^Ь)ч^^а-д)со^2^^ (^) 

Числовой примтьръ. Вычислить, во что обратится уголъ 
/^ = 47° 11' на проекщи, для данной точки, въ которой по- 
луоси указательницы суть а = 2.110 и 6 = 0. 595. По фор- 
мул* (7) получаемъ г; = 16° 56'; по формул* же (8): 
и — V = 30° 15', откуда опять V = 16° 56'. 

Пользован1е двумя различными формулами (7) и (8) для 
опред*лен1я одной и той же величины V можно посоветовать 
и для поверки вычисления. 



Изсл*дуемъ пределы искажен1я угловъ на проекцш. Про- 
долживъ КМ (черт. 3) до вторичнаго перес'Ьчен1Я этой пря- 
мой съ эллипсомъ и окружностью въ точкахъ ^ т Т и соеди- 
нивъ Т съ центромъ (?, такъ что /^ТОА = «, им*емъ изъ 
треугольниковъ ОКк и ОТ к: 

8гп (и — г;) ^ К к 
згпх ~ а 

згп (и-^у) _ Тк 
згпх "~ а 
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откуда, поел* разд-Ьдешл этихъ равенствъ одно на другое, 

получимъ: 

^п {и — г;) _ Кк^ _ МК—М к 
8гп (и'^V) ~ ~Тк ~ МК -ь Мк 

разд'Ьливъ еще всЬ члены второй части на МК^ и приповш- 

ная, что 

Мк _ Ъ_ 
МК ~ а 

получаемъ наконецъ: 

а — Ь 
згп (и — е;) = т 8гп{ич- V) (9) 

Эта формула показываетъ, что разность между угломъ 
АО К на шар-Ь и соотв'Ьтствующимъ ему угломъ АОк на 
проекщя равна нулю при 

згп (ич- V) = О 

а такъ какъ углы г^ и «; оба положительные и не больше 
90°, то разность и — V можетъ быть нулемъ вообще только 
въ двухъ случаяхъ: при г^ = 0, г; = и при 1^ = 90°, V = 
= 90°; впрочемъ такое заключеше очевидно, потому что по 
осямъ указательницы, т. е. въ главныхъ направлешяхъ, углы 
не искажаются. 

Начиная отъ г^=0, г;=0, разность и — V непрерывно возра- 
стаетъ и достигаетъ наибольшей величины при ш (г^н-г;)=1, 
т. е. при и-ьV=Ж] тогда формула (9) обращается въ сл*- 
дующ)^ю: 

\ , , а-Ъ 

Углы на шар* могутъ быть составлены любыми направле- 
шями, поэтому если построить еще уголъ ^0А = «?, то наи- 
большее или предгьльте ткажете угла должно равняться не 
« — «?, а 2 {и — V)\ означая это предельное искажеше угла 

в. Вятковск{й.— Бартограф1я. ^ 
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буквою (О получаемъ 

2 (|# — «;) = О) 
и, сигЬдоватвльно 

8ш ^ = г (10) 

Величина угла со служить существгннымъ признакомъ досто- 
инства проекщи въ смысл']^ искажешя на ней угловъ; ч1&мъ уголь 
(О меньше на всемь протяженш карты, т&мь проекшя совершеннее. 

Вь виду необходимости часто вычислять пред'Ьльное иска- 
жеше угла (со) для разныхь проекщй, приведемь для него еще 
НЕСКОЛЬКО другихь формуль, легко выводимыхь изь формулы 
(10), и по которымь, вь нЬкоторыхь частныхь случаяхь, вы- 
годнее определять величину о. Припоминая, что 



С08 



1 ^ 

1 — ^^ Ъ 



сов 2 



легко получить сл1^дующ1я форнулы: 

ш _ 2 Уо^ <о _ Уа — У'Ь 



^^^ = ^^ .,(45о^д = у/| 



217а6 



(10*) 



Числовой примтьръ. Даны а = 2.110, Ь = 0.595. По фор- 
муламь (10) и (10*) получаемъ со = 68° 7'. 

Изсл*дован1е отд-Ьльныхь проекщй показываеть, что мас- 
штабь всего проще вычисляется вь направлеюяхь мерид1а- 
новь и параллелей, перес^^кающихся на шаре подь прямыми 
углами; эти масштабы, означаемые буквами т и п, предста- 
вляють на проекщи, вообще говоря, половины двухь сопря- 
женныхь д1аметровь указательницы. Вь проекщяхь, на кото- 
рыхь мерид1аны и параллели пересекаются тоже подь прямыми 
углами, величины тип выражають непосредственно полуоси 
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а ш Ь указательницы, такъ что, вставивъ въ формулы (7)— 
(10) вм'Ьсто а т Ь величины тип, нетрудао вычислить 
искажеше любого даннаго угла и наибольшее или щ)ед'кп>ное 
искажеше со въ каждой точк* проекцш; въ проекц1яхъ же, на 
которыхъ мерид1аны и параллели перес']&каются подъ произволь- 
нымъ угломъ 6, для вычислен1я искажен1я даннаго угла надо 
предварительно опред'Ьлить полуоси указательницы, чему посвя- 
щенъ сл-Ьдугонцй § 6. Однако наибольшее угловое искажеше 
<» можно вычислить для каждой проекцш и безъ знан1я полу- 
осей указательницы; дМствительно, по изв*стнымъ свойствамъ 
сопряженныхъ дааметровъ эллипса, им^емъ: 

а* ч- 6^ = ш' -4- п^ 

аЪ = т , п . 8%пЬ 
откуда 

а^ г»: 2аЬ -л-Ь^ = т^ -^п^ ± 2тп вгп 6 

Вставляя въ формулу (10), получимъ: 

-| /т^ -ь л^ — 2тп вгп 6 .... 

V т^ ч- л^ ч- 2тп згп Ь ^ ' 

Числовой примпръ. Даны т = 1.499, 7г = 1.600, 6 = 
= 148°25'; вычислить предельное искажеше угловъ. По фор- 
мул* (11) получаемъ: (1) = 68°7'. 

Приведемъ еще замечательный по простоте и изяществу 
формулы для вычислегая угла Л на шар* и соотв*тствующаго 
ему угла V на проекцш, при которыхъ угловое искажеше вы- 
ходить наибольшимъ. Формула (9) показываетъ, что наиболь- 
шая разность II — V оказывается при [7 н- 7 = 9 О'', когда 

а — Ъ 

8ш(и— 7) = — т 

^ ^ ач-Ь 

Разлагая синусъ разности двухъ угловъ и припоминая, что 

1дх 1 

агпх = - .— я С08Х = 



8гп^ 



\/1 ч- 1д^ X VI -^(д^х 

2* 
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ИМЪбМЪ» 

гд Ц — 1д V _ а — Ъ 

]7(Г ^+^' С7") (1 -I- 1^) ~ а-^Ь 

Подставляя сюда, согласно формул1& (7), 
получимъ биквадратное уравнеше 

разр1&шая которое и ограничиваясь острыми углами, ин^^мъ: 

Ь9и=\/1 и (9У=]/\ (12) 

Числовой примпръ. Даны а = 2.110, й = 0.595; опре- 
д'Ёлить углы с/" и г, при которыхъ получается наибольшее 
искажеше. По формуламъ (12): II = 62°2', 7= 27°58' и 
2(^7— Г) = 68°7'. 

е. Элеиенты указателънжцы* При изсл'Ёдовати отд^^ьныхъ 
проекщЁ въ посл'Ьдующихъ главахъ показано, какъ вычислять 
масштабы по мерищанамъ и по параллелямъ, а также углы 
между этими кривыми въ каждой точк* проекц1и; между гЬмъ 
вычисленхе искажен1й отд'Ьльныхъ угловъ и наибольшаго иска- 
жен1я ихъ, какъ видно изъ формулъ (9), (10) и (12), тре- 
буетъ знан1я полуосей указательницы по величин* и по на- 
правлешю. Такимъ образомъ является необходимость ум-Ьть для 
каждой точки проекщи по даннымъ двумъ сопряженнымъ полу- 
дааметрамъ тип указательницы и углу 6 между ними вы- 
числять полуоси д и д и уголъ р, составляемый большою по- 
луосью съ паправлешемъ мерищана на проекщи. Изъ Анали- 
тической Геометр1и известно, что полуоси а и й эллипса свя- 
заны съ двумя сопряженными полущаметрами его т и п и 
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угломъ 6 между ними следующими четырьмя уравнен1ями: 



ш^ -\' п^ = а^ -^ Ь^ 
шп 8гп Ь = аЬ 

6 = р, - р 



(13) 



гдЬ р И р| суть углы, составляемые сопряженными полудха- 
метрами т и п съ направлешемъ большой полуоси эллипса. 

ТаБЪ какъ въ эти четыре уравнешя входятъ семь величинъ 
а, Ь, «I, п, в, р и ^4, то по даннымъ тремъ изъ нихъ всегда 
возможно вычислить остальныя четыре; въ разсматриваемомъ 
случа'Ё необходимо по даннымъ т, п и 6 вычислить величины 
а, й, р и р4. Полуоси а Е д легко получаются по сумм* и 
разности перваго и удвоеннаго второго уравнешй (13): 



а -ь й = ]/т* -ь л'* ч- 2шп згп 6 



а — Ь = \/ш^ ч- п^ — 2шп згп 6 



(14) 



Дал^е, вслЬдств1е существоваюя третьяго уравнешя (13), 
изъ двухъ угловъ р и р^ достаточно определить лишь оданъ, на- 
прим'Ьръ уголъ р; четвертое уравнеше, при помощи третьяго, даетъ: 

отсюда, поел* разложеюя тангенса суммы двухъ угловъ и про- 
ст*йшихъ преобразовашй, получаемъ квадратное уравнеше 

д2 ЛЗ А» 

Второе уравнеше (13) при помощи перваго даетъ 

. . аЬ 
8гпч = 
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откуда 



(дЬ 



аЬ 



>/(а» — ш')(т' — *') 



Зд'Ьсь взять знакъ — , потому что уголь в всегда тупой. 
Вставляя это значеше ^^ 6 вь предыдущее квадратное уравне- 

те и р1^шая его, получаемъ: 




^9^ 



~ аУ т^ — 






(15) 



Черт. 4. 



гд'Ё сохраненъ только положи- 
тельный знакъ тангенса^ потому 
что уголъ р всегда острый. На- 
конецъ уголъ р^ получается не- 
посредственно изъ третьяго ура- 
внен1я (13); впрочемъ, обыкно- 
венно, его вовсе не вычисляютъ. 
Формулы (14) и (15) вполн* 
отв'Ьчаютъ поставленному во- 
просу, но задачу можно ре- 
шить не только вычислешемъ^ 
но и весьма простымъ построе- 
шемъ, къ которому иногда полезно прибегать для пов*рки вы- 
числешя. 

Проведемъ изъ произвольной точки О (черт. 4), изобра- 
жешя центра эллипса, прямыя ОМ и 0N^ равныя дан- 
нымъ сопряженнымъ полудхаметрамъ т т п и образуюпця 
уголъ МОN = в; на прямой (7 Д перпендикулярной къ МО 
и проходащей черезъ 0^ отложимъ отр-Ьзки ОС и ОВ^ рав- 
ные ОМ = т, и соединимъ точки 6^ и 2? съ N. Такъ какъ 
уголъ СОК=Ь — 90°, то изъ треугольниковъ ^0N и N00 
Е1мъемъ« 

В2Г' = »»» -I- л' -+- 2тп ш (в — 90°) 
N0 = т^ -\-п^— 2тп сов (6 — 90°) 
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Сравнивая эти выраженк съ уравнешями (14), получаемъ 

NС=а — Ь 

Проведемъ изъ О прямую ОЕ^ парадлельную СК, до 
встречи съ I)N въ точк* Е] ясно, что зд*сь будетъ 

N0 а — Ь 
^0 = ^ = -2- 

поэтому, если отложить отъ Е по прямой ВК въ об* стороны 
отрезки ЕК = Е1 = ЕО, то 

ВК=ВЕ-^ЕК = а 

ВЬ = ВЕ— ЬЕ = Ь 

Следовательно, отр'Ьзки /?^Ги ВЬ представлявдгъ именно длины 
полуосей эллипса. 

Дал^е, если соеданить О съ Ъ и К^ то, по равнобедрен- 
ности треугольниковъ ^Е0 и ОЕК^ прямыя 10 и ОК^ 
пересЬкаюпцяся между собою подъ прямымъ угломъ, предста- 
вляютъ иаправлеигя осей эллипса. Чтобы убедиться въ этомъ, 
означимъ для краткости углы ВОЬ и ОВВ треугольника ВОВ 
черезъ X ж у] при такомъ обозначенш углы ВОЕ и ОВЕ 
равнобедреннаго треугольника 2/(9^ будутъ х-\-у^ и, следо- 
вательно, въ треугольник* ВОЕ углы при вершинахъ В иО 
будугь у и 2л: н- у; стороны же этого треугольника, какъ 
выяснено уже раньше, суть: 

ВО = т 

а -^ Ь 



ВЕ = 

ЕО = 



2 
а — Ь 
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а его полупериметръ 



а -*- т 



По изв^стньшъ формуламъ Тригонометрш им^^емъ: 

'^ Г -*- 2) - |/ {а-^т){ш-Ь) 

« _ ,/ ^"— Ъ) (ОТ-&) 
•'^ 2 ~ К (о -ь ♦») (т -I- 6) 

И наконецъ 






Сравнивая последнее выражеше съ формулою (15), убе- 
ждаемся, что 

/ж = ААОМ= /р 

Итакъ, для опред'Ёлешя величины и направлешя полуосей 
эллипса по даннымъ величинамъ и направлешямъ двухъ его 
сопряженныхъ полуд1аметровъ достаточно вычислить величины 
а/й и р по формуламъ (14) и (15), или же сделать следую- 
щее построеше: 

Проведя дв* прямыя ОМ = т и ОЫ = п подъ даннымъ 
угломъ 6, надо изъ точки ихъ перес4чешя О возставить пер- 
пендикуляръ къ ОМ^ на которомъ отложить отрезки ОС и ОЬ^ 
равные т^ соединить (7 и 2> съ -У, разделить ^N пополамъ 
и отъ точки д^лешл Е отложить по прямой ^N въ об* сто- 
роны отъ Е отрезки ЕК и ЕЬ^ равные Е0\ проведа, на- 
конецъ, прямую АА^ черезъ б? и ^К', и прямую ВВ^ черезъ 
^ и X, получимъ направленхе осей эллипса, на которыхъ оста- 
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нется лишь отложить О А = ОА^ = В К и О В = ОВ^ = ВЪ. 
Точки А, А^^ В Е В^ изобразятъ вершины эллипса, такъ что 
опред'блится и весь эллипсъ. 

Числоеай прилтръ. Изъ таблицъ проекцш Лорищ (§ 62) 
им*емъ для <р = 60° и X = ЧЪ"": 

т = 1.499, п = 1.600, 6 = 148°25' 

по этимъ даннымъ, по формуламъ (14) и (15), или при по- 
мощи описаннаго выше построен1я (черт. 4), получаемъ: 

а = 2.110, * = 0.595, р = 16^56' 

Формулы (14) им-Ьють одно практическое неудобство — он* 
не логариемическ1я и притомъ въ правыхъ частяхъ заключаютъ 
по три члена, такъ что даже примкнете логариемовъ суммъ 
и разностей зд'Ьсь довольно утомительно, особенно если необ- 
ходимо вычислять полуоси указательницы для весьма боль- 
шого числа точекъ, какъ это случается при составлен1И 
таблищ» искаженШ какой нибудь проекщи. Поэтому, а также 
и для пов^рокъ, можно посов1^товать пользоваться нижесл']&дую- 
щими формулами, дающими полуоси а и 6 въ логариемиче- 

СКОМЪ ВИДЕ. 

Введемъ два вспомогательныхъ угла (х и V, опред*ляемыхъ 
уравнешями: 

д 

^9^ = 1 (16) 

Отсюда, по изв*стнымъ формуламъ Тригонометрги, получаемъ 

. ^ 21д\1 2аЬ 
згп 2(х = -; — ^/^- = -2- и (У) 

. ^ 2^у 2шп 

згп 2у = т — ^—5— = — 2 2 
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НО, на основанш первыхъ двухъ уравнен1й (13), им1^емъ: 

2аЪ 





'^Ъ 


%П = -7—77 


следовательно 


згп 2V = 


л^ = а^ _,_ Ь^ 
2аЪ 




" 5шв(а'-|-й^) 


Сравнивая {у) 


съ {^\ 


получаемы 


Обозначимъ 


8%П 2(1 


= 5«л 6 . згп 2у 




Р = ( 


гЬ = тп згп 6 



(^) 



(17) 

(18) 

где ;? площадь параллелограмма, построеннаго по двумъ сопря- 
женнымъ полуд1аметрамъ и углу между ними, равная площади 
прямоугольника, построеннаго на полуосяхъ того же {эллипса. 
Такимъ образомъ: 

а = г- о = — 
о а 

и на основаши формулы (х): 

а =^ Ь . со1д (л Ь = а , 1д ^ 

такъ что, поел* перемножен1я, выходить 

а^ = р со1д }х Ь"^ =1 р1д^ 



и, наконецъ: 



а = |/^> Шд |х 



Ь =Ур1д\1 



(19) 



Для опред1^ен1я угла р можно пользоваться выведенною 
раньше формулою (15), которую легко представить и въ ло- 
гариемическомъ ъщ% 



7. 



ИСКАЖБН1Я. 
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Формулы (16) — (20) вполн* р-Ьшають поставленный во- 
просъ. Применяя ихъ къ предыдущему числовому примеру, по- 
лучаемъ сперва по формуламъ (16), (17) и (18) 

V = 46^52', 2[1 = 31^30', 1др = 0.09903 

а загЁмъ по формуламъ (19) и (20) величины а, Ь и р, со- 
вершенно тождественныя найденнымъ выше. 

7. Иокажешя. Выше было объяснено, что каждый безко- 
нечно-малый кружокъ на шар'Ё изображается въ любой проек- 
щи эллипсомъ, называемымъ указательницею; каждому радаусу 
кружка на шар*]^ соотв']^т- 
ствуетъ по величин* и по на- 
правлешю определенный лучъ 
въ указательниц^^. Если на 
шар'Ё, представляющемъ Зем- 
лю, уменьшенную въ главномъ 
масштабе, принять радхусъ 
безконечно-малаго кружка за 
единицу, то рины лучей ука- 
зательницы непосредственно 
выразятъ частные масштабы 
въ соответствующей точке 
проекщи по разнымъ напра- 
влен]ямъ; изъ всехъ этихъ масштабовъ наибольш1й и наи- 
меньш1й равны полуосямъ а ж Ъ указательниЩ]!. Какъ опре- 
деляются полуоси и ихъ направлетя, объяснено въ преды- 
дущемъ § 6; теперь остается показать, какъ вычислить азимутъ 
А на проекцш, соответствуюпцй данному азимуту а на шаре, 
какъ получить величину частнаго масштаба с въ любомъ на- 
правлеши и, наконецъ, какъ вычислить искажеше площадей. 

Пусть кругь МNМ^N^ (черт. 5) изображаетъ безконечно- 
малый кружокъ на шаре, а эллипсъ АВА^В^ соответствую- 
щую ему указательницу на проекцш. Въ теорш каждой отдёль- 




Черт. б. 



28 в в Е Д Б Н I Б. I. 

ной проекцш объяснено, какъ вычисляются частные масштабы 
т ж п по меридаанамъ и по параллелямъ и уголь МОИ=Ь. 
Разсмотримъ, какъ получить искаженный азимутъ А на проек- 
цш по данному азимуту МОС= а любого направлен1я ОС на 
шар* и соотв'ЬтствующШ этому азимуту частный масштабъ с. 
Прежде всего зд'Ьсь необходимо опред']^лить главныя направле- 
шя въ кругЬ МNМ^N^^ т. е. направлетя на шар*, соот- 
в'Ьтствуюпця полуосямъ указательницы на проекцш. Пусть на- 
правлеше АО соотв'Ьтствуетъ большой полуоси; искажен1я 
угловъ, считаемыхъ отъ большой полуоси указательницы, опре- 
деляются формулою (7), поэтому: 

^9^о = ^^9^ (21) 

1д (Р -и ^) = ~ 1д {% ч- а) (22) 

Для вычислен1Я частнаго масштаба с им*емъ уравнеше 
эллипса, отнесеннаго къ осямъ симметр1и: 

с" . со8^ (Р -4- Л) с^ . згп^ (^ -4- Л) __ 

откуда, пользуясь формулою (22), получаемъ поел* просгЬй- 
шихъ преобразоватй: 

_ а . С08 (р, ч- а) 
^ "" шф^ А) ^^^' 

Для пов*рки величины ^, вычисляемой по этой формул*, 
можно составить друг^^ю. Изъ черт. 3, пользуясь свойствомъ 
ординатъ эллипса, им*емъ: 

кМ=- КМ 
а 

НО кМ=с.8гпV и КМ=а,8г7ги, слЬдовательно: 

с.8%пь.^= Ь.згп и 
кром* того 
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Складывая квадраты этихъ уравнешй, получаемъ 
Въ данномъ случа* ^ = р^, ч- а, следовательно 



с = ]/а' С05' (ро -ь а) -ь А^ «ш^ (р^ "*- «) (23*) 

Наконвщ> для вывода формулы искажешя площадей надо 
вспомнить, что площадь круга съ радаусомъ 1 равна тг, а пло- 
щадь указательницы, т. е. эллипса съ полуосями а и 6, или 
сопряженными полуосями тжпж угломъ между ними 6, равна 
тсо^ и тстптО; поэтому искажеше площади, выражаемое 
отношешемъ этихъ величинъ, будетъ: 

р = ад = тп згп 6 (24) 

Формулы (21) — (24) вполн* р^шають поставленные во- 
просы. 

Числовой примгьръ. Даны: а = 2.110, Ъ = 0.595; опре- 
делить азимутъ на проекцш, соответствугопцй азимуту а = 60^ 
на шар* (если притомъ известно, что ^ = 16°56') и масштабы 
с ъ р. 

Сперва по формул* (21) получаемъ Ро = 47°12', а зат*мъ 
поформуламъ (22)— (24): 1=12044', ^ = 0.844и/;=1.256. 

Разсмотримъ некоторые замечательные частные случаи: 

1) Данный азимутъ на шар* а = 0°. Для этого частнаго 
случая формулы (22) и (21) даютъ: 

следовательно ^ = 0° 

т. е. азимутъ не искажается. Дал^е, формула (23) при а = (\ 

^ = ^ 

С08 р 
™ ^ 1 ЪС08^ 

соз в = — ■==^=гт= = — ^ ^ — 



30 в в Б Д Ё Н I Б. 

следовательно ^^ 

с = 



Р*шал уравнеше (15) относительно неизв^Ьстнаго т, полу- 
чимъ для него такое же выражете; поэтому: 

с = ш 

что и должно быть, такъ какъ при а = О, т. е. въ меридхан*, 
масштабъ равенъ т. 

2) Данный азимутъ на шар* а = 90°. По формуламъ (22) 
и (21) им*емъ: 

1д{^-^- А) = — -со1д Ро = — „> соЬд^ 
или ,, 

Сравнивая это выражете съ четвертынъ уравнешеиъ (13), 
получаемъ л — н 

Дал-Ье, формула (23) при а = 90° и .4 = 6 даеть 

_ а вгп ро 

'^ ~ ~ сое (^ -ь в) 
но , .г, 

С08 (Р Ч^- 6) = — '^" 



I/ 1 -н Л7» (р -+- 6) Уа^ вгп' ^^ -ь *' сов' % 
«л^^довательно: 

с = Уа* вгп' Ро -ь А' сое' ^^. 

Изъ формулы (21) им^^емъ: 

. , - а» 8М»» р „ , . 6» С08' ,3 



такъ что 
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Первое изъ уравнешй (13) даетъ 

п' = а' -^Ь' — т' 
а по формул* (15) 



т' = 



а'Ъ' 



а^ зт^ р -I- А^ соз' р 

такъ что для л получается выражеше, тождественное с^ и по- 

™^У с = п 

что и должно быть, такъ какъ при а = 90°, т. е. по парал- 
лели, масштабъ равенъ п. 

Остается еще привести наиболее удобную формулу для вы- 
числешя наибольшаго искажешя угловъ. Въ § 5 для угла со 
выведены формулы (10) и (10*), но, вводя вспомогательную 
величину |х по формул* 

* 

получимъ еще бол*е изящную и, главное, логариемическую 
формулу 

зт'^ = 1д{4Ь--11) (26) 

Выведенныя формулы применимы ко вс*мъ вообще проек- 
щямъ, однако пользоваться ими необходамо только для такъ 
называемьЕ[ъ произвольныхъ проекцШ. Для равноугольныхъ и 
равновеликихъ проекщй получаются бол*е простыя выражен1я. 

Для равноуюльпыхь проекщй в = 90°, и потому 

а = й == ш = /^ 

А = а 
«) = О 

т. е. на этихъ проекц1яхъ масштабъ по всЬмъ направле- 
Еоямъ вокругъ каждой точки одинаковъ, и н*тъ вовсе искажешя 

)ТЛОВЪ. 
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Для равновеликиось проекцгй необходимо вычислять углы 

V и |х по формуламъ (16) и (17), и такъ кадъ въ этихъ 

проекщяхъ 

р = \ 

то формулы (19) обращаются въ бол4е простыя: 

а = Vсо^ди. 

__ (26) 

уголъ же (О вычисляется по формул* 

^^ 2 = -^ (27) 

легко выводимой изъ второй формулы (10*) при аЬ = \. 

Числовой примтьрь. На проекцш Мольвейде (§ 57) для 
9=60° и Х=75° им'Ьемът=1.203,п=1.165 и 6=134^28'. 
Вычислить для этой точки величины а, ^ и со. Сперва по фор- 
муламъ (16) и (17) получаемъ V = 45°55' и |л = 22°45', а 
загЬмъ по формуламъ (26) и (27) :а = 1.544, 6 = 0.648 и 
а> = 48^16'. 

Во многихъ равновеликихъ проекщяхъ масштабъ по парал- 
лелямъ равенъ единиц*. Для такихъ проекщй не только /? = 1, 
но еще 7? = 1, и потому 

ш = созес 6 

{д V = згп 6 
такъ что 

2 5Ш 6 . ^ 2 51Л^ 6 

згп 2у = ^-2"^ згп 2а = г-д-л 

1 ч- згпг в '^ 1 -+- згп^ 6 

откуда ^ бш 2(1 _ / 2 згп 6 \» 

^^ " 1 н-со5 2(х ~ [созЬч-У^Т^гзгп^Ь! 
Дал'Ье изъ формулъ (10) и (26) им*емъ 

. О) 1 — {да 
згп ,, = -. ~^ (х) 
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припоминая еще известную тригонометрическую формулу 

.0) 

^9 Ъ = 



" V'- 



• 2^ 



получимъ поел* простыхъ преобразован^: 

Ь9\ = \со1д^ (28) 

Зам^тимъ, что если уголъ со вычисленъ по этой формул*, 
то н'Ётъ надобности определять вспомогательную величину (л, 
потому что формулы (26) при помопщ (л;), дающей 

1 — 5гп -^ 

1 -+-5Ш- 

обращаются въ следуюпоя 

а = 1д (45° -ь '^) 

Ь = Шд (45° -ь I) 



(29) 



Числовой примгьръ. Въ проекщи Бонна (§ 53) для сро=55°, 
у точки съ ср = — 60^ и X = 75^- ш=1.701, ^= 1 и 6 = 36^1 ' . 
Вычислить для этой точки величины а, & и со. По формуламъ 
(28) и (29) получаемъ: ш = 69°2', а = 1.901 и 6 = 0.526. 

Зам']^тимъ еще, что если на равновеликой проекщи мери- 
д1аны и параллели перес1^каются подъ прямыми углами, то наи- 
большее искажете утловъ определяется весьма просто по обра- 
щенной первой формул* (29), именно 

1д (45° -^ ^) = а (30) 



в. 6итковсх!й.— Картографхя. 
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Величины искажешй линШ и угловъ представляютъ лучшхе 
признаки для опред^^лешя достоинства проекщй. Въ последую- 
щихъ главахъ^ при разбор*]^ отдЬльныхъ проекщй приведены 
въ особыхъ таблицахъ только величины масштабовъ по мери- 
Д1анамъ и по параллелямъ, а также наибольш1я искажешя угловъ; 
полуоси же указательницы не трудно вычислить для каждой 
точки по даннымъ выше формуламъ. 

Для наглядности весьма полезно соединять на проекщй точки 
съ одинаковьши искажешями лиши или угловъ непрерывными 
кривыми. Эти кривыя, называемый изоколами (отъ Таос — рав- 
ный и хоХбс— увечный), представляются вообще весьма разно- 
образными, но въ наибол^^е простыхъ проекщяхъ оеЬ являются 
либо прямыми линшми. либо дугами круговъ. 



II. 

Перепективныя проекщи. 

8. Обпця Форжулы. Для построешя перспективныхъ проек- 
щи воображаютъ земной сфероидъ уменьшеннымъ въ заданномъ 
главномъ масштаб* и проектируютъ точки и линш съ поверх- 
ности сфероида на изв^стнымъ образомъ расположенную плос- 
кость. Эта плоскость, пом'Ь1цаемая, обыкновенно, между глазомъ 
и нзображаемьшъ предметомъ, называется партийною плос- 
костью^ а м-Ьсто глаза — точкою зртьнгл. Лучи зр'Ьтя, про- 
веденные отъ каждой точки предмета къ глазу, пересЬкаютъ 
картинную плоскость въ точкахъ, совокупность которыхъ и 
образуетъ перспективное изобраоюенк. Зная положешя точки 
зр^шя и картинной плоскости относительно центра воображае- 
маго сфероида, легко получить перспективное изображен1е его 
поверхности построенхемъ или вычислешемъ. 

Такъ какъ въ перспективныхъ проекщяхъ представляютъ, 
обыкновенно, весьма большхя части земной поверхности (на- 
прим^ръ, ц'Ьлое полушар1е), то главный масштабъ берется очень 
мелкимъ, и, для простоты построешй, Землю принимаютъ за шаръ, 
поверхность котораго равна поверхности земного сфероида; ра- 
даусъ В такого шара вычисляется по приближенной формул*: 



Е = а[1-\е^) 



гдЬ а — большая полуось земного сфероида, а ^ — его экс- 
центриситетъ. Для сфероида Кларка (1880 г.) В = 5972 
верстамъ. 

3* 



36 



ПЕРСПЕКТИВНЫЯ ПР0БКЦ1И. 



П. 



Точка зр'Ьтя и картинная плоскость могутъ им'Ьть произ- 
вольныя положешя относительно центра шара; но въ перепек- 
тивныхъ проекщяхъ ограничиваются случаями, когда картин- 
ная плоскость перпендикулярна къ прямой, соединяющей точку 
зр4н1я съ центромъ шара. 

Пусть А (черт. 6) — точка зр*н1Я, 6^— центръ шара, пред- 
ставляющаго уменьшенное изображете Земли, а ^аУ — картин- 
ная плоскость. Чтобы получить изображен1е любой точки Т 

шара, надо провести черезъ нее 
изъ точки зр*н1я прямую АТ до 
перес'Ьчен1я съ картинною пло- 
скостью въ ^\ эта точка ^ и пред- 
ставить изображете Т . 

Построете отд^льныхъ точекъ 
заменяется, обыкновенно, бол-Ье точ- 
нымъ вычислетемъ. Положимъ, что 
плоскость чертежа представляетъ 
одинъ изъ меридхановъ, и сЬвер- 
ный полюсъ Земли находится въ 
точк* Р. Это не будетъ ограниче- 
Н1емъ общности, потому что шарь 
Р2^Р^ всегда можно повернуть 
^ около прямой 7а А такъ, чтобы по- 

"^^Р^' ^' люсъ Р оказался въ плоскости чер- 

тежа. Соеданивъ дугою большого круга точку Т съ ^— м-Ь- 
стомъ пересЬченгя луча зр*н1я АС^ проведеннаго черезъ центръ 
шара, съ его поверхностью, легко заметить, что положен1е 
точки Т вполн* определяется сферическими координатами 

6 = 4^ ^Г и ф = А Рх^Т 

Эти координаты нетрудно вычислить, когда изв'Ьстны геогра- 
фическхя координаты точекъ 2^ и ^, т. е. ихъ широты ср и 
сро и разность долготъ X; именно, изъ сферическаго треуголь- 
ника Р^Т, въ которомъ Р^ = 90°— ср,, РТ=Ж—^, 
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^7^РТ=\ и АРгГТ = 180°-ф, пол)^ается: 

5ш 6 . 8гл ф = сов ср 5Ш X (а) 

сов 6 = 5ш ср^, ^п 9 -*- со^ 9о ^^^ ? ^^^ ^ 

Положете изображешя ^ точки Т на плоскости аУаУ всего 
проще опред'блпть прямоугольными координатами 

х = ОК и у = 1К 

относительно взаимно-перпендикулярныхъ прямыхъ ОК и ОЪ^ 
пересЬкающихся въ точк* 0^ проекщи 7»^ причемъ ОК ле- 
житъ въ плоскости чертежа и, следовательно, представляетъ 
изображеше мерид1ана Р^Р^. Такъ какъ плоски уголъ ЮК 
равенъ сферическому Т2Р^у т. е. углу ф, то 

X = 01 . созЬ 
у = 01 . згп ф 

Назвавъ еще разстояшя точки зр'Ьн1я А отъ картинной 
плоскости аУаУ и отъ центра шара 0^ т. е. отрезки АО и АС 
соответственно черезъ Ъ и 1) и опустивъ перпендикуляръ Т.^ 
изъ Т на АОу получимъ: 

0^:^Т = АО:АЯ 

Если Е — рад1усъ шара Р2Р^^ то 

(^Т = ЕзгпЬ, АО = Ь и Ад = В -^ ЕшЬ 

Следовательно, означивъ 0^ черезъ р, им^емъ 

ЬКзгпЬ ,о4\ 

Р = В^'Е-^^Ь ^^^^ 

Подставивъ это выражеше въ (б), получвмъ сл^дуюпця обпця 
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формулы для прямоугольныхъ координатъ хну: 



_ Ь В ВЬПЬ 008 ^^ 

Ь В 8гп Ь $гп ф 
^ "^ В -\- ВсозЬ 



(32) 



Если зам'Ёнить г^съ сферичесш координаты 6 и ф гео- 
графическими координатами <р, 9о ^ ^ ^^ формуламъ (а)^ то 
получимъ окончательный выражен1я для прямоугольныхъ коор- 
динатъ X л г/ Щу функцш данныхъ величинъ Е, Ъ и 1) е 
географическихъ координатъ ср? ?о и X: 



^ Ь В {згп срд С08 ^созХ — со8 ^^ згп <р) 
~ В-^В (згп ^^згп ср -ь соз^^соз '^соз X) 

Ь Е 008 Ф згп X 

У — - • 

^ в -^ в [згп ^^згп ^ -ь соз ^^ соз ср ооз X) 



(33) 



Вотъ гЬ обпця формулы, по которымъ легко вычислить по- 
ложенхе любой точки на картинной плоскости по данному по- 
ложешю соответствующей точки на земной поверхности; вм-Ьст* 
съ тЬмъ он* заключаютъ въ себ* и всю теорш перспектив- 
ныхъ проекщй. Если изъ об^ихъ формулъ исключить широт)' ср, 
то останется одно уравнеше между Ху у е\; отъ подстановки 
въ него для X разныхъ долготъ получатся уравненгя мери- 
дгановъ. Если изъ гЬхъ же формулъ исключить долготу X, то 
останется одно уравненхе между х^у л ср; отъ подстановки въ 
него для ср разныхъ широтъ, получатся уравненм паралле- 
лей. Не трудно сообразить, что эти уравнен1я будутъ второй 
степени относительно координатъ х и у^ откуда сл-Ьдуетъ, что 
мерид1аны и параллели представляются въ перспективныхъ проек- 
Ц1яхъ вообще кривыми второго порядка, т. е. эллипсами, ги- 
перболами и параболами, а въ частныхъ случаяхъ кротами и 
прямыми. Это заключеюе ясно впрочемъ и изъ того, что мери- 
д1аны и параллели на земной поверхности (считая ее шаровою) 
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суть круги, а проекщи круговъ на плоскость только и могутъ 
быть различными кривыми второго порядка. 

Разсмотримъ, отъ чего зависитъ и какъ изм'Ьняется при 
переход']^ отъ точки къ точк*]^ частный масшшабь на пер- 
спективныхъ проекц1Яхъ. Пусть Т я 17 (черт. 7) дв* безко- 
нечно близюя точки на шар*, а / и «г со- 
отв^^тствуюпця имъ точки на картинной пло- 
скости. Назовемъ безконечно-малыя дуги Т11 
и ^и черезъ сЬ и Лз; тогда изъ самаго опре- 
д'Ёлетя масштаба. (: (см. § 3): 



_ ^ 
~ с1а 



(с) 



Если, какъ и раньше, назвать пряио- 
угольныя координаты точки ^ буквами х и 
у, а сферическ1я координаты точки Т бук- 
вами б и ф, то 

аа* = ( В т е а^у -+- (к ту 

Дифференцируя выражешя (32) по О и ф, легко получимъ 
аосл1Б прос'г]&йшихъ приведешй: 




Черт. 7. 



с1х 



ЬВС08^(В-^Р С08 6) 



(В-*- К сов ЬУ 



йЬ 



ЬК ат 6 81п ф 
В-*-ВшЬ ^^ 



Ф = 



ЬВ81П^(К 



такъ что 



<&»= 



или 



(&»= 



(В-^Всо8 Ьу 

УВ' {В-1-Рш ьу 
(В-^В С08 Ьу 

ь'В' т' ив-^ 



в С08 6) ,„ ЬВ 8гп 6 сое ф , , 
ао Н — й — — рг— — тг- аф 



В-1- ВшЬ 



т 



ГВ' 8гп* в 



^ьу\[в 



В С08 в\« 



14' 



ВсовЬ 



(В Ч- ВС08 

Оь другой стороны 

^с^а'=В'с^Ь*^^-^^I8^пЬ^У\ 



В сов ьу 



(е) 
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Если означить уголь, составляемый направлешемъ Т11 съ 
2Т^ т. е. уголъ 2ТТ] черезъ а, то 

Подставивъ (/) въ {Л) и {е)^ а зат*мъ въ {с)^ получимъ: 

с = х; й 77 I/ 7^ ^ -к С08^ а -4- 8ггг а (о4) 

Передъ корнемъ не поставлено двухъ знаковъ потому, что 
масштабъ, какъ отношен1е двухъ лшпй, всегда величина по- 
ложительная. 

Чтобы сравнить углы на шар* съ соответствующими имъ 
углами на проекцш, замЬтимь, что уголъ А = ОЫ^ изобра- 
жающ1й уголъ а на шар*, определяется формулою: 

разд'Ьляя ее на выражеше (/), получимъ 

р а^ 

Дифференцируя уравнеше (31) по переменной 6, пмеемъ: 
(Лр _ ЬВ{Рсо8Ь-^ В) 

Подставляя это въ (^) и заменяя р его выраженхемъ (31), 
после простыхъ преобразоватй, находимъ: 

Изъ выведенныхъ форму лъ (33)— (35) ясно, что свойство 
перспективной проекщи зависитъ отъ удалетя точки зреюя 
отъ центра шара (величины 2?), но не зависитъ отъ удалетя 
картинной плоскости аУ/У (величины X); если перемещать ее 
параллельно самой себе, то относительный значеюя координатъ 
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X ^ У 1и масштаба с не меняются (величина X входить въ 
ихъ выражен1я только множителемъ^ а въ выражете искаже- 
Н1Я угла вовсе не входить). Изъ тЬхь же формуль видно, что 
для данныхь Ъ и В искажешя длинъ и угловь зависять только 
отъ величины в, такь что эти искажешя одинаковы для то- 
чекъ, равноудаленныхь оть проекщи точки зр'Ьн1я. Такимь 
образомь, на всЬхь перспективныхь проекцхяхь изоколы пред- 
ставляются концентрическими кругами, общШ центрь которыхъ 
совпадаетъ сь проекщею точки зр'Ьнхя. 

Вь зависимости оть положешя точки зр'Ьтя перспективный 
проекцш бывають: 1) ортографичешл^ когда точка зр'Ьтя 
)Т1алена на безконечное разстояте, 2) сшереографическгя^ 
когда точка зр'Ьтя лежить на поверхности шара, 3) централь- 
ныя^ когда точка зр'Ьтя вь центр'Ь шара, и 4) внгьшнщ 
когда точка зр'Ьтя находится вн'Ь шара, но на конечномь оть 
него разстоян1и. Во всЬхь этихь проекц1яхь остается еще не 
опред'Ьленнымь направлете на точку зр'Ьтя относительно оси 
вращешя Земли; смотря по тому, перес^каеть ли церпендику- 
лярь, опущенный изь точки зр'Ьн1я на картинную плоскость, 
земную поверхность вь полюс*, на экватор'Ь или подь н'Ько- 
торою промежуточною широтою, всЬ перечисленные виды пер- 
спективныхь проекщй могуть быть полярными, экваторгиль- 
ними и горгшонтальными. 

9. ОртограФичесюя проекц1и. Такь какь точка зр'Ьн1я вь 
ортографическихь проекщяхь находится вь безконечномь уда- 
лети оть шара, то положете картинной плоскости не изм'Ь- 
няетъ ни способа построешя, ни масштаба изображешя; отсюда 
происходить и названхе проекщи — пряморисующаяся. Обык- 
новенно принимають, что картинная плоскость проходить че- 
резь центрь шара, и на нее проектирують ц'Ьлое полушархе 
или известную его часть. Изобр'Ьтеше ортографической проек- 
щи приписывають знаменитому греческому геометру Аполлотю 
(около 210 л. до Р. X.). 
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Обпця формулы ортографическихъ проекцШ получаются изъ 
выввденныхъ выше формулъ для вс']^хъ перспективныхъ проек- 
щй, если положить въ нихъ 7? = 2^ = сс. Для разстояшя р и 
прямоугольныхъ координатъ х т у любой точки изъ формулъ 
(31) и (33) поел* подстановки В=Ь^ разд'Ьлен1Я на Х, и 
при Ъ = оо^ им'Ьемъ: 

р = ВзгпЬ (36) 

X = В {згп ср^, С08 ^ совХ — С08 ср^ згп ср) 



(37) 

у = В С08<р згпХ ] 

Общее выражете (34) для масштаба даетъ: 

с = Усо8^ 6 со8^ а -ь згп} а (38) 

Такимъ образомъ частные масштабы м'Ёняются отъ точки 
къ точк* и въ зависимости отъ направлешя отд1^ьныхъ лиши. 
При а =90° во вс*хъ точкахъ проекщи с=1, т. е. частный 
масштабъ равенъ главному и им'Ьетъ наибольшую величину, 
которая соотв*тствуетъ большой полуоси указательницы, такъ 
что въ этомъ случа* а=1; при а = 0°, с = со8Ь^ т. е. по ра- 
д1усамъ проекщи частный масштабъ изм'бняется пропорщонально 
косинусу угла удалешя точки отъ центра проекцш и им*етъ 
наименьшую величину, которая соотв'Ьтствуетъ малой полуоси 
указательницы, такъ что Ь = со8Ь. 

Наконецъ формула (35) даетъ: 

{дЛ = зес Ь1да (39) 

Следовательно, искаженхе угловъ увеличивается по м-Ьр* уда- 
лешя отъ центра проекцш, гд* н*тъ углового искажешя. Для 
наибольшаго искажен1я угловъ легко получить общее выраже- 
ше, если въ формул* (10) положить а=1 пЬ^созЬ: именно 
получается 

8гп I = (г/ I (40) 

Вотъ таблица величинъ р (при В = 1)^ а, ду р ж а^ для 
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разныхъ угловыхъ разстоян1й 6^ С11>дующихъ черезъ каждые 
15° для вс*хъ вообще ортографическихъ проекщй: 



в 


Р 


а 


ъ 


р 


а> 


от 


0.000 




1.000 


1.00О 


о° о' 


15 


0.259 




0.966 


0.966 


I 59 


30 


0-500 




0.866 


0.866 


8 14 


46 


0.707 




0.707 


0.707 


19 45 


60 


0.866 




0.500 


0-500 


38 57 


75 


0.966 




0.259 


0.259 


72 9 


90 


1.000 




0.000 


О.000 


18о 



Вышестоящтя формулы и числа этой таблицы показываютъ^ что 
въ ортографическихъ проекщяхъ не сохраняется ни подобхя фи- 
г)'рЪ;, ни равенства площадей; только у центра проекщй, гд* 8 = О®, 
частные масштабы по всЬмъ направленхямъ равны единиц*, т. е. 
главному масштабу; по м'Ьр'Ь же удалешя отъ центра масштабъ 
въ направленш радхусовъ проекцш уменьшается сперва медленно, 
а загЬмъ быстр-Ье, и у краевъ обращается въ нуль. Безконечно-ма- 
лые кружки на шар* изображаются въ центр* проекцш равнове- 
ликими имъ кружками, въ прочихъ м-Ьстахъ эллипсами, сжатыми 
въ направлети рад1усовъ, а на самыхъ краяхъ отрезками прямыхъ. 

Разсмотримъ теперь частные случаи ортографическихъ про- 
екцШ. 

1. Полярная^ когда картинная плоскость совпадаетъ съ 
плоскостью экватора. Для этого случая въ формулахъ (37) 
надо положить ^0 = 90°, причемъ получается: 

ж = В С08<р С08 X 

у = Д со8<р 8гп X 

Исключивъ отсюда широту ср д^Ьлешемъ у на д?, получимъ 
уравиенге меридгановъ: 

^ = ^9^ (41) 
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Для каждой данной долготы Х, вторая часть этого урав- 
нешя является величиною постоянною, и потому меридааны 
суть прямыя, лучеобразно расходапцяся изъ центра проек- 
щи и пересЬкающхяся подъ углами, равными разностямъ 
долготъ. 

Если изъ т*хъ же двухъ уравненШ возвышетемъ въ ква- 
дратъ и сложен1емъ исключить долготу X, то получимъ урав- 
ненге параллелей: 

х'-^у' = ( й С08 ^/ (42) 

Для каждой данной широты ср^ вторая часть этого уравне- 
шя является величиною постоянною и потому параллели суть 
концентричесте круги съ рад1усами ^ = Есо8^^ общимъ цен- 
тромъ въ начал* координатъ, 
изображенш полюса. Чертежъ 8 
показываетъ весьма простой спо- 



В 





Черт. 8. 




Черт. 9. 



собъ построешя этихъ радьусовъ. Разд'Ьливъ квадрантъ Р8 
на равныя части, опускаютъ изъ точекъ д^летя перпендику- 
ляры на 08. Отрезки Са^ СЪ ... представятъ радхусы соот- 
в'Ётствующихъ параллелей. 

На чертеж* 9-омъ изображена полярная ортографическая 
проекщя съ мерид1анами и параллелями, проведенными^ черезъ 
15° по долгот* и широт*. 

2. Эквашоргальиал^ когда картинная плоскость совпа- 
даетъ съ плоскостью какого-нибудь меридхана. Для этого слу- 
чая въ формулахъ (37) надо положить ^^ = 0°; тогда он* 



9. 



0РТ0ГРАФИЧЕСК1Я ПР0ЕКЦ1И. 



45 



обратятся въ сл^дуюпця: 

X = — в згп^ 
у = В С08^ згп X 

Составивъ зд^сь квадраты ^гпср и ^5ср и сложивъ ихъ, 
исключимъ широту ср и получимъ уравиенк мбрид%аповъ: 



X' 



Г 



= 1 



Для каждой данной долготы Х, произведете В 8т\ вели- 
чина постоянная, и потому мерид1аны суть эллипсы съ общею 
для всЬхъ ихъ большою полуосью Е и малыми полуосями 
К зт X. Центры вс*хъ этихъ эллип- 
совъ совпадаютъ съ центромъ проек- 
щи, представляющимъ точку на эк- 
ватор* съ долготою Х = 0. 

Чтобы получить урмненге па- 
раллелей^ надо им'Ьть уравнен1е безъ 
долготы; таково первое изъ выше- 
стоящихъ: 

X = — В згп"^ (44) 

Для каждой данной широты пра- 
вая часть этого уравнешя величина 
постоянная, следовательно, параллели суть прямыя, парал- 
ледьныя оси у-овъ и отстояпця отъ пея наразстоян1яхъ — Взгп^. 
На чертеж* 10-омъ изображена экваторхальная ортографическая 
проекщя съ меридханами и параллелями, проведенными черезъ 15°. 

3. Горизоптальпал^ когда картинная плоскость парал- 
лельна горизонту любой точки, заданной широтою сро- Д^^я этого 
сл)^ая служатъ обпця формулы (37). Чтобы получить урав- 
неше меридаановъ, т. е. чтобы исключить широту ср^ имеемъ 
изъ выражешя для ^: 

У 
С08 ср = р . . 
^ В згпк 




Черт. 10. 
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подставляя это въ выражеше для х^ получаемъ 

_ — х-^8гп%со1д\у 
8гп ф = 71 

^ В С08 <р„ 

сложивъ суммы Бвадратовъ, приведя къ одному знаменателю 
и отбросивъ его, получимъ налонецъ: 

вгп^ 'кс^ — 2 8гп сро ^гп X С08 X ху ч- {со8^ ср^ ч- 5ш' ^^ со8^ X) у^ = 

Для каждой данной долготы X эта формула представляетъ 
уравнеше эллипса, центръ котораго совпадаетъ съ началомъ 
координатъ (центромъ проекцш); полуоси такого эллипса и углы 
наклонешя ихъ къ оси абсциссъ легко найти по правиламъ 
Аналитической Геометрш. 

Уравнеше кривой второго порядка съ центромъ, отнесенное 
къ ея центру, въ прямо)тольныхъ координатахъ им1Ьетъ видъ: 

Ах^ -ь Вху -^Су^ -V- Р = ф) 

Чтобы отнести уравнен1е кривой къ ея осямъ симметрхи, 
надо повернуть оси на некоторый уголъ а; этотъ уголъ опре- 
деляется услов1емъ, чтобы въ уравненш исчезъ членъ съ ху. 
Подставивъ въ (Ь) изв'Ьстныя формулы преобразовашя коорди- 
натъ при поворот* прямоугольныхъ осей на уголъ а: 

X = х^ С08 а — у^ 8гп а 
у = х^ 8гп а ч- у^ С08 а 

и означая для краткости 

А^=:: А С08^ а -ь 5 згп а С08а -\- С 8гп^ а 
В^ = В С08 2а ч- {С — А) 8гп 2а 

С^ = А згп^ а — В 8гп а С08а -ь С С08^ а 
получимъ 

А,х,' -ь В,х,у, ч- С,у,' ч- 2?^ = О 

Членъ съ х^у^ исчезнетъ, когда ^1 = 0, т. е. когда 
'^^^ = А^С 
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Применяя это разсуждеше къ уравненш (а), им-Ьемъ: 
— 2 5г;г 9о ^^^ X С05 X _ 2 зт 9о «^^ ^ соз X 

Для вычислешя коэффищентовъ А^е В^ надо пр^помнить^ 
что вообще 



, _^~У 1-^{д'2а , _ ^ "^ К ] -ь (у^ 



2а 



^г»' а = ^ ^ С05' а 

Въ разсматриваемомъ случа'Ь выходить 
. , згп^ сро 5ш' X , со5^ X 

соз^ X ч- згп^ <ро згп^ X С05^ X -ь згп^ сро ^^^ ^ 

такъ что поел* простыхъ преобразовашй получаемъ: 

А^ = соз^^^згп^Х 

Такимъ образомъ уголъ поворота осей определится формулою 
(д а = згп сро 1д X 

а уравненге меридгановъ^ отнесенное къ осямъ симметрхи, ока- 
зывается 

т. е. меридааны представляются эллипсами, у которыхъ боль- 
Ш1Я полуоси орнаковы и равны В^ а малыя полуоси различны 
и для каждой долготы X суть В со8% 8гп\\ одинъ лишь сред- 
ни мерид1анъ представляетъ прямую, именно ось л;-овъ, потому 
что уравнеше {а) при подстановке X = О обращается въ у = 0. 
Для вывода уравненгя параллелей надо въ формулахъ (37) 
исключить переменную долготу X; изъ этихъ формулъ легко по- 
лучить: 

X -\- В соз ср^^ згп 9 



соз\ = 
згп Х = 



В згп <ро соз ср 

У 
В соз^ 
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и сумма квадратовъ даетъ непосредственно: 



(х -л- В С08 % 8гп ^У 



У 



(Е згп 9о С08 9)' (-Й С08 ср)' 



1 



(46) 




Черт. 11. 



Т. е. параллели суть эллипсы съ полуосями Е згп ^^ соз <р и 
Е €08 ср; центры этихъ эллипсовъ лежать на оси ^-овъ въ раз- 
стоятяхъ — Есо8% згп ср отъ центра проекщи, а больш1Я 

оси ихъ расположены' перпендику- 
лярно къмерид1ану центральной точки. 
На чертеж'Ь 11-омъ изображена 
горизонтальная ортографическая про- 
екщя для широты ^^^ = 60° съ ме- 
рид1анами и параллелями^ проведен- 
ными черезъ 15°. 

Всл'Ьдствхе весьма значительныхъ 
перем*нъ масштаба ортографичесюя 
проекцш применяются, обыкновенно, 
только для изображен1я небольшихъ 
частей земной поверхности, причемъ за плоскость проекщи 
берутъ плоскость, касательную къ поверхности Земли въ цен- 
тральной точк* проектируемаго участка. Изв'Ьстно, что каждый 
съемочный планшетъ съ неровностями, выраженньпш изогипсами, 
представляетъ именно горизонтальную ортографическую проек- 
щю снятаго участка. Больш1я пространства земной поверхности 
изображаются въ ортографическихъ проекцхяхъ только въ ис- 
ключительныхъ случаяхъ, наприм'Ьръ, для графическаго пред- 
ставлен1я обстоятельствъ солнечныхъ затметй; въ этомъ слу- 
чае не важно знать действительный разстоян1я между точками, 
а необходимо лишь построить кривыя, выделяющтя пространства, 
гд* наблюдается полное или частное затмеше. 

Для ц^лаго полушар1я ортографическ1я проекщи приме- 
няются въ картахъ Луны; такъ какъ жители Земли видягь 
только одну половину своего спутника, и ось вращешя Луны 
почти перпендикулярна къ плоскости ея орбиты, то карта Луны 
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въ экваторхальной ортографической проекщи изображаетъ по- 
дробности поверхности именно такъ, какъ онЬ представляются 
намъ въ действительности. 

10. СтереограФнчесюя проекц1и. Для иостроен1я стереогра- 
фическихъ проекцШ точку зр'Ён1я пом^щають на поверхности 
шара, а картинную плоскость проводятъ черезъ центръ шара, 
перпендикулярно къ радусу, идущему къ точк* зр^нхн. Эти 
проекщи, получивш1я назватя отъ греческихъ словъ атёреос — 
твердый и траср«) — пишу (изображаюпця твердое тЬло на пло- 
скости), предложены отцомъ астрономш Гиппархомг (180 — 
125 до Р. X.), но главныя свойства ихъ открыты Пшоле- 
меемъ (87-165). 

Формулы стереографическихъ проекщй получаются изъоб- 
щихъ формулъ перспективныхъ проекцШ (31)— (34) подста- 
новкою Ь = В = К: 

9 = ^^9\ (47) 

Е (згп сро ^5 ^соаХ — со8 ^^ згп ср) 



^ = 1 • • % 

] -ь згп 9о 8гп ср -*■ соз^^соз^со^к 

В сов ф згп X 
^ ] -н згп ^^ згп ср -+- соз сро <^оз ср соз X 



(48) 



1 В 

С = 2 «вс'^ 2 (48) 

Масштабъ зависитъ только отъ удалешя точки отъ центра 
проекщи (величины 6) и одинаковъ по вс']^мъ направлешямъ, 
поэтому стереографическ1я проекщи принадлежать къ равно- 

угольнымд. При в = 0°, с = ^, а при 6 .— 90°, с = 1. По- 

доб1е въ безконечно-малыхъ частяхъ на этихъ проекщяхъ видно 
и изъ формулъ (35) и (10), которыя при 7^ = 2? = ^2 и а = 6 

обращаются въ 

^ 1д Л = 1д а (50) 

(0=0 (51) 

в. ВвтковскИ,— Картограф1я. 4 
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Указательница въ стереографическихъ проевдяхъ предста- 
вляется везд* кругомъ, но круги въ разныхъ м'Ьстахъ им'Ьютъ 
различные радхусы. 

Вотъ таблица величинъ р (при Я = \\ а = Ъ^ р и со для 
угловыхъ разстоянШ 6 черезъ 15° для всЬхъ стереографиче- 
скихъ проекщй; для удобства сравнетя съ другими перспек- 
тивными проекщями зд'Ьсь введенъ множитель 2, что, конечно, 
не м*няетъ сущности д*ла. 



в 



а = Ь 



Р 



о> 



0° 
15 
30 
46 
60 
75 
90 



0.0О0 

0.263 

0.536 

0.828 
ы$5 
1-535 

2.000 



1.000 
1.017 
1.072 
1.172 

ЬЗЗЗ 
1.589 
2.000 



1.000 
1.035 
1.149 

Ь373 
1.778 

2-524 

4.0О0 



о" о' 

о о 

о о 

о о 

о о 

о о 

о о 



Итакъ, въ стереографическихъ проекц1яхъ частные масштабы 
вокругъ каждой точки по всЬмъ направлен1ямъ одинаковы; въ цен- 
тр* проекщй масштабъ равенъ единиц'6, отсюда онъ во всЬ стороны 
увеличивается и на краяхъ проекщй равенъ двумъ. Безконечно ма- 
лые кружки на шар* изображаются везд* кружками же, но въ цен- 
тр* проекпди площади этихъ кружковъ равны пло1цадямъсоотв*т- 
ствующихъ кружковъ на шар*, а на краяхъ он* вчетверо больше. 

Разсмотримъ теперь частные случаи стереографическихъ 
проекпди. 

1. Полярная^ когда картинная плоскость совпадаетъ съ 
плоскостью экватора. Формулы (48) при ^о = 90° обращаются 
въ сл*дуюпця: 

Е сов Ф сов X 



X = 



у 



1 -н 5т 9 

В сов ^ вгп X 

1 -ь вгп ср 
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Ис&шчивъ отсюда широту <р ;^ешемъ у на х, получимъ 
уравнение мерид*аное»: 

У 



X 



гд\ 



(52) 



Т. е. меридааны суть прямыя, лучеобразно исходяпця изъ на- 
чала координатъ и перес']&кающ1яся подъ углами, равными раз- 
ностямъ долготъ. 

Если изъ тЬхъ же уравненШ исключить долготу X сложе- 
юемъ ихъ квадратовъ, то получимъ уравпеиге параллелей: 



X' 



у«={л.^(45°-|))' 



(53) 



е. 



параллели суть концентричесше круги съ радаусами 

р = ^й #^ ( 45"" — 1") и общимъ центромъ въ начал* координатъ. 

Чертежъ 12 показываетъ весьма простой способъ построе- 
Н1Я этихъ радхусовъ. Разд^ливъ квадрантъ Р8 на равныя 
части, соединяютъ полученныя точки д^лешя съ противополож- 
нымъ полюсомъ 0. Отрезки Са^ СЬ,,, 
представятъ радхусы соотв'Ьтствующихъ 
параллелей. 

Начерт. 13изобра- р 
жена полярная сте- 
реографическая про- 
екц1я съ мерид1анами 
и параллелями, прове- 
денными черезъ 15^ 
по долгогЬ и широт*. 

2. Экваторгаль- 
наЯу когда картин- 
ная плоскость совпадаетъ съ плоскостью какого-нибудь мери- 
Д1ана. При 9о = О"" общ1я формулы (48) даютъ: 

_ В С08 Ср 81П X 





Черт. 12. 



^^—ЦГ'ТИ 



Черт. 13. 



— В згп ср 

1 -Ь С05 <р С08 X 



С08 ^ С08 X 
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Исключимъ изъ этихъ уравнен1й широту % изъ выраже- 

Н1Я для у им']^емъ: 

У 

С08 ф = п ' ^ г 

^ Е згпк — у С08К 

а подставивъ это значеше со8^ въ выраженье для х: 

— X згп X 

згп ср = р . — :^^ ^ 

^ В згп к — у созк 

Сумма квадратовъ, поел* простыхъ преобразован^, даетъ 
уравненге меридгановъ: 

х" -\-{у -у-В со1д \у = (Д созес X)' (54) 

Ясно, что мерид1аны суть круги съ рад1усами р = Л С08бс1 
и координатами центровъ л?^ = О, у^= — ЯШд1. 

Исключимъ теперь изъ формулъ для л; и у долготу X; изъ 
выражешя для х им'Ьемъ: 

. X -^ В згп ^ 

созк = 

X соз ср 

а подставивъ это значенье со8\ въ выражеше для у: 

. , у зт ср 

8гпк = ~ 

X соз ср 

Сумма квадратовъ, поел* простыхъ преобразовашй, даетъ 
уравненге параллелей: 

(х -^ В созес ср)^ н- у' = (Д со1д ф) ^ (55) 

Итакъ параллели суть тоже круги съ радьусами р = 
= В Шд 9 и координатами центровъ х^ = — В созес ср, 

Экваторьальную стереографическую проекщю легко полу- 
чить и построен1емъ. На черт. 14 показаны: на правой сто- 
рон* построен1е меридьановъ, а на лЬвой— параллелей. Такъ 
какъ на проекцш сохраняются углы, то вс* меридьаны, изобра- 
жаемые, какъ доказано выше, кругами, должны пересекаться 
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въ проекц1яхъ полюсовъ подъ углами^ равными разностямъ 
долготъ, и потому всЬ центры К^^ К^,.. этихъ круговъ дол- 
жны лежать на пря- 
мой СN у перпендику- 
лярной къ РР^ въ 
центр* 6\ Эти центры 
получатся, если изъ Р 
провести прямыя РК^^ 
РК^ . . . , составляющ1я 
между собою равные углы 
(на чертеж* углы въ 
15°). Отр-Ьзки СК,, 
СК^ . . . представляютъ 
разстоян1я центровъ, а 
отр-Ьзки РК,, РК^.., 
— радаусы мерид1ановъ. 

Для построен1я любой па- '^®^^' ^^' 

раллели АВ съ широтою ^ надо провести прямыя О А и 0В\ точки 
а л Ь перес'Ьчен1я ихъ съ СМ представить проекщи двухъ 
дааметрально противоположныхъ точекъ круга; останется раз- 
делить аЪ пополамъ и радхусомъ 
па = пЬ описать окружность. Раз- 
стоян1е центра п параллели отъ цен- 
тра С проеквди определяется отр^з- 
комъ пС. 

На чертеж* 15 изображена эк- 
ваторхальная стереографическая про- 
екщя съ мерид1анами и параллелями, 
проведенными черезъ 15°. 

3. РоризоитальнаЯу когда кар- 
тинная плоскость параллельна гори- 
зонту любой точки, заданной широ- 
тою 9о. Для этого случая служатъ обпця формулы (48). Чтобы 
исключить широту 9, соберемъ въ нихъ члены съ згп^ и со8^: 




Черт. 15. 



54 перспективный проекцхи. П- 

тогда 01гЬ представятся въ вид'Ь: 

{х 8т <р^ч- Есоз 9о) 5^^ ? -♦" 

Ч- (Х сов сро ^5 ^ — ^ 5^^ ?о ^5^) С05 Ср -4- Д? = о 

У ^л 9о ^^ ? "+" (у ^^^ ?о ^^^ ^ — ^ ^*^ X) С05 9 ч- у = о 
Р*шая эти уравнешя, получаемы 

Х8гп\ — у вгп ^^ соз X 

^^^ "^^ ~ усозХ — {х8гп<р^ ч- Бсо5 9о) «*« ^^ 

— у С05 9о 
^ у С05 X — (ж 8гп ср^^ Н- Б С05 сро) ^^ ^ 

Сумма квадратовъ этихъ выражетй даетъ уравтпге ме- 
ридгаповъ: 

(х — В1д%У -^ (у-^Е 860 ср^ соЬд \у = (В зес 9о совес Х)^ (56) 

Такимъ образомъ меридааны суть круги съ радаусами 
р = В8ес<р^со8ес>< и координатами центровъ х^ = В^д^^ и 
у^= — Я зес 9о со{д X. 

Для исключен1я долготы X изъ формулъ (48)^ наЯдемъ 
сперва изъ выражешя для а:: 

. _ ж -ь Гж 5гл сро ч- Л С05 ср^) згп ср 
~ {Взгп^^ — X С08 <ро) соз ср 

Подставивъ это значеше соз X въ выражеше для у^ им^^емъ 

_ у (згп у^ ч- згп у) 
(В згп^^ — X соз сро) соз ф 

Сумма квадратовъ даетъ поел* простыхъ преобразован^ 
уравпенге параллелей: 

В соз сро 



\х 



згп сро -+- згп 



?-У-ь2,« = (-.-^*^^У (57) 

т ср/ " \8гп сро -«- 8Ш 9/ 



ТакЕмъ образомъ параллели суть тоже круги; радаусы ихъ 

ь р = 

иу, = 0. 



суть Р = ж\^^-1^ у а координаты центровъ х, = ^-~^^ 
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Горизонтальную стереографическую проекщю не трудао по- 
лучить и построетемъ, какъ показано на черт. 16, гд* на 




Черт. 16. 

правой сторон'Ь показано построете меридаановъ, а на л'Ьвой— 
параллелей. Прежде всего опред*ляютъ проекцш р ^^^ Рх обоихъ 
полюсовъ Р и Р^, для чего проводятъ прямыя ОР и ОР^ 
до перес*чешя съ радаусомъ МС. 
Разд-бливь ютр*зокъ рр^ пополамъ 
въ точк* N. возставляютъ перпен- 
дикуляръ ^^^ на которомъ должны 
лежать центры вс'Ёхъ меридхановъ на 
проекцш, какъ круговъ, проходящихъ 
черезъ точки р ирг ^м*я въ виду, 
что у полюсовъ ВС* мерид1аны дол- 
жны пересекаться подъ углами, рав- 
ными разностямъ ихъ долготъ, прово- 
дятъ тър^ прямыя р^К^у р^К^... 
подъ соотв'Ьтствующими углами (на 
ОтрЬзки NК^у НК^.,, представятъ 




Черт. 17. 



чертеж* черезъ 15°). 

разстоятя центровъ, а 
отрЬзки р^К^^ Р%^^ — рад1усы меридаановъ на проекцш. 

Для построен1я проекцш любой пара«1лели АВ съ широ- 
тою 9 соеданяемъ А т В съ О; точки перес'Ьчен1я а и Ь 
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проведенныхъ прямыхъ съ МN даютъ концы дааметра парал- 
лели на проекщи, такъ что середина аЬ^ точка с^ изобразить 
центръ, а ас = сЬ—щщо,ъ. 

На черт. 17 изображена горизонтальная стереографическая 
проекц1я для широты сро= 60° съ мерид1анами и параллелями, 
проведенными черезъ 15°. 

Англ1йск1й математикъ Кейли (1821 — 1895) открылъ лю- 
бопытную связь между различными горизонтальными и эква- 
торхального стереографическими проекщями, весьма облегчающую 
построеше любой горизонтальной проекщи по начерченной эква- 
торхальной. Если на черт. 15 вообразить хорду, параллельную 
проекщи экватора, съ угловымъ удалетемъ отъ него сро> и^" 
строить на ней, какъ на дхаметр*, окружность и продолжить 
внутри этой окружности дуги всЬхъ меридаановъ и неполныхъ 
параллелей, то получится горизонтальная стереографическая 
проекци! для широты 9о5 только главный масштабъ новой про- 
екцш будетъ во столько разъ мельче первоначальнаго, во сколько 
разъ взятая хорда меньше Д1аметра основного круга. 

Действительно, меридааны экватор1альной проекцш, какъ 
круги, перес^каюпцеся подъ углами, равными разностямъ дол- 
готъ, останутся меридаанами и на горизонтальной, и при томъ 
для гЬхъ же разностей долготъ; параллели же, оставаясь и 
тутъ изображешями параллелей, будутъ соответствовать дру- 
гимъ широтамъ, связалнымъ съ широтами параллелей основной 
проекцш весьма простымъ соотношенхемъ. 

Для рад1уса любой параллели съ широтою ? въ эквато- 
рхальной стереографической проекцш пм*емъ по формул* (55): 

р = Д со1д ср 

Пусть для горизонтальной стереографической проекцш тотъже 
радаусъ соотв^тствуетъ параллели съ широтою '^^, такъ что по 
формул* (57): 

Р = 



згп 9о -^ згп^^ 
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причемъ, какъ объяснено выше для построетя хорды, радхусъ 
Ё^ связанъ съ В уравнетемъ: 

В^ = Е С08 9о 

Сравнивая оба выражешя для р, получаемъ: 

, 008 Ср^, С08 ср1 
со1д ср = -^ ^^-5 Л^— (а) 

По этой формул* легко вычислить ср по данной широтЬ ^^^ 
но обыкновенно требуется вычислять ^^ по данной ^, Для р*- 
шен1я этого трансцендентнаго уравнешя вставимъ въ извест- 
ное тригонометрическое выражеше 



^ \ 2) 1-^8гп 



8гп^ 
значен1я соз ср и згп ср, выводимый изъ (а); не трудно найти, что 

8гп сро ■+- 8гП ср С08 Ср^ С08 ср, 

згп ср = - — ^^^ г-^ и С05 ср = ^ ?^ ^^— 

^ 1 -^-8гп ср^, 8гп ср, ^ 1 -ь 8гп уо 8т ф, 

И, наконецъ, получить искомое соотношете: 

1д (45° - 1") = со1д (45° - |) {д (45° - |) (58) 



На стереографическихъ проеквдяхъ, какъ и на всЬхъ рав- 
ноугольныхъ проекц1яхъ, каждый безконечно-малый кружокъ на 
шар'Ь изображается тоже кружкомъ. Изъ предыдущаго разбора 
выяснилось, Ч1Ю на этихъ проекщяхъ кругами же представляются 
конечные круги на шар* — меридханы и параллели. Такихъ про- 
екцШ уже гораздо меньше, ч^мъ вообще равноугольныхъ (см. 
проекцш Лагранжа, § 47); но замечательно, что на стерео- 
графическихъ проекщяхъ кругомъ изображается вообще каждый 
большой или малый кругъ на шар*. Это свойство, присущее 
уже однЬмъ только стереографическимъ проекщямъ, такъ заме- 
чательно и исключительно, что нельзя не привести здесь его 
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доказательства. Для большей наглядности и убедительности 
ниже приведены даже два доказательства этого поразительнаго 
свойства стереографическихъ проекщй: геометрическое и ана- 
литическое, причемъ такъ какъ большой кругъ представляетъ 
частный случай малаго, то достаточно доказать предложеше 
то.1ько для малаго круга. 

Геометрическое доказательство. Пусть МN (черт. 18) 
изображаетъ какой-нибудь малый кругъ на поверхности шара; 

соединивъ ВС* точки его окруж- 
ности съ точкою зр-Ьтя А^ по- 
лучимъ на картинной плоскости 
Р^ некоторую кривую тщ и тре- 
буется доказать, что кривая тп— 
окружность. Вообразимъ конусъ 
ОМК^ касаюнцйся шара по ма- 
лому кругу МN. Каждая обра- 
зующая этого конуса, напри- 
м^ръ, прямая ОТ^ перпендику- 
лярна къ касательной 777, про- 
веденной къ кругу МN въ 
точк* Т, Проекщй всЬхъ обра- 
зуюш.ихъ проходатъ черезъ точку о^ проекщю вершины ко- 
нуса 0^ а карательный къ малому кругу шара проектируются, 
конечно, тоже касательными, но къ кривой т^п. Прямыя ОТ 
и ТТ1 перпендикулярны; поэтому, вслёдствхе сохранен1я угловъ 
на стереографическихъ проекщяхъ, проекщй ихъ, т. е. пря- 
мыя о^ и Ы тоже перпендикулярны, т. е. прямая о^ пред- 
ставляетъ нормаль къ кривой тЫ] это разсужденхе при- 
ложимо, разумеется, къ проекц1ямъ всЬхъ образуюпщъ, сле- 
довательно, нормали всехъ точекъ кривой тЫ пересекаются 
въ одной точке, а такая кривая существуетъ только одна — 
окружность. 

Аналитическое доказательство. Уравненхе сечен1я шара 
съ радаусомъ ^ = 1 любою плоскостью представляется, какъ 
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ИЗВЕСТНО, совокупностью двухъ уравнешй: 

Уравнеше шара . . . а;^ -+- у^ -ь .8?^ = 1 . . (а) 
Уравнеше плоскости . Ах-^Ву-^ Сл=^ В . (Ь) 

Прямоугольныя координаты х^ у, ^ любой точки поверх- 
ности шара можно гшЬшпъ полярными 6 и ср помощью формулъ 

X = згпЬ С08 ф 

у =^ 8гпЬ згп ^ (с) 

2 =1 С08 Ь 

совокупность которыхъ равносильна одной (а); подставивъ вы- 
ражешя (с) въ (Ь)^ получаемъ сл-Ьдующее уравнеше малаго 
круга на поверхности шара: 

А згп Ь сов ^ н- ^В 5гл в вгл ф -+- С С05 в = 2) 

Зам'Ёняя 8т 6 и со8 6 изв']^стными тригонометрическими вы- 
ражен1ями: ^ ^ 

згп Ь = 2 1д-^ соз^ ^ 

С08 Ь = С08 "о — 8ггг - 

получимъ поел* д'Ьлеюя всЬхъ членовъ на соз^-^: 

й {\ / й\/ й\ 

2А^д^со8^/^2В^д-^8т^^-^- С\\ - 1д' -~\^ = В\\ ч- Ьд' -^{Л) 

Чтобы получить теперь уравнеше проекщи этого малаго 
круга, возьмемъ обпця формулы (32) прямоугольныхъ коорди- 
натъ въ перспективныхъ проекщяхъ въ функщи координатъ 
полярныхъ; для стереографической проекщи, т. е. поел* под- 
становки Ъ = 1) = В = 1, эти формулы даютъ: 



X = 



згп 6 С05 ф 6 



8гп 6 5Ш ф в . , 

^ 1 -+- сое в ^2 ^ 
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откуда д 

Подставивъ эти выражешя въ уравнеше (<^, получимъ посл'Ь 
приведенШ: 

{С -+- В) x^ — 2 Ах -^ {О -л- В) у^ — 2Ву = С — В (е) 
ми 

Последнее уравнеше ясно указьюаетъ, что проекц1Я малаго 
круга есть тоже кругь съ рад1усомъ 

Р = С-ЦП5 

и кооррнатами центра 

Л ^ В 



Въ частныхъ случаяхъ: 1) если плоскость малаго круга 
перпендакулярна къ картинной плоскости и проходить черезъ 
точку зр^тя, то С = О и 2? = О, и уравнеше (е) даетъ: 

Ах -ъ Ву = 

т. е. уравнен1е прямой, проходящей черезъ начало координатъ; 
2) если плоскость малаго круга параллельна картинной плос- 
кости, то А = О и 5 = О, и уравнен1е (/) даетъ: 

т. е. уравненхе круга съ центромъ въ начал* координатъ. 



Стереографичесия проекцш применяются почти исключи- 
тельно къ изображенш ц'Ьлыхъ полупшрхй: для сЬвернаго и 
южнаго полуптарШ — полярная, а для восточнаго и западнаго— 
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эБваторхальная. Полушар1я въ этихъ проекц1яхъ пом'Ёщаются 
почти во всЬхъ географическихъ атласахъ. Однако стереогра- 
фЕчесюя проекщи очень пригодны также для изображен1я ча- 
стей земной поверхности какъ меньшихъ, такъ и ббльшихъ по- 
лушар1я; только въ посл'Ьднемъ случа* масштабъ къ краямъ 
растетъ весьма быстро, и поверхность ц-благо шара изобразить 
невозможно; такъ какъ на краяхъ частный масштабъ, какъ 
показываетъ формула (49), равенъ безконечпости. 

Драго1гЬнное свойство стереографическихъ проеквдй— изо- 
бражать кругами ВС* круги на шар* — д'Ьлаетъ ихъ весьма 
удобными для графическаго р'Ьшен1я н'Ькоторыхъ астрономиче- 
скихъ задачъ. 

И. Центральныя проекщи. Когда точка зр*тя находится 
въ центр* шара, то нельзя черезъ этотъ же центръ провести 
картинйую плоскость, Въ центральныхъ проекц1яхъ картинной 
плоскости даютъ положен1е касательной къ поверхности шара 
въ некоторой точк*. Эти проекцш древн'Ьйш1Я изъ всЬхъ изв'Ьст- 
ныхъ; он* предложены знаменитымъ греческимъ философомъ 
вамсош (639-548 до Р. X.). 

Обпця формулы центральныхъ проекщи получаются изъ 
формулъ (31), (33)— (35) подстановкою Ь = Е и 2> = 0: 

р = В1дЬ (59) 



_^ В (згп ^^ С08 (р С08 \ — С08 сро 5^^ ?) 
' ~ 8гп сро згп ср -*- С08 ^о <^08 ^ С08 Х 

й С08 ф згп X 

и = : г- 

'^ згп 9о 5гл ср -н со8 сро ^оз ср соз л 



(60) 



с = зесЬ \/8ес^ О С05^ а -ь 8гп'' а (61) 

^д А = соз Ыд а (62) 

Легко зам*тить, что на центральныхъ проекц1Яхъ не со- 
храняются ни площада, ни подоб1е въ безконечно-малыхъ ча- 
стяхъ. Частный масштабъ м*няется какъ при переход* огь 
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одаой точки къ другой, такъ и въ разныхъ азимутахъ изъ 
одной точки. Въ направленш лучей изъ центра проекщи, т. е. 
при а = б'', с = 8е€^Ь^ а въ направленхяхъ, перпендикуляр- 
ныхъ къ нимъ, т. е. при а = 90°, с = 8есЬ. При в = 0°, т. е. 
въ центр'6 проекцш, частные масштабы одинаковы по вс1&мъ 
направлен1ямъ и равны главному, при в = 90° частные масштабы 
равны безконечности, и потому въ центральныхъ проекщяхъ нель- 
зя изобразить даже цйное полу1пар1е. Искаженхе, незначительное 
вблизи центра, непрерывно увеличивается по м'Ьр'Ь удален1Я отъ 
него. Безконечно-малые кружки на шар* изображаются въ центр* 
проекщи равновеликими имъ кружками, въ прочихъ мЬстахъ — 
эллипсами, вытянутыми въ направлен1и радхусовъ проекцш. 

Не смотря на значительность искажеюй, центральный проекцш 
им*ютъ одно замечательное, имъ одн'Ьмъ присущее, свойство: каж- 
дый большой кругъ шара, какъ кривая, плоскость которой прохо- 
дить черезъ точку зр*тя, изображается на проекщи прямою литею. 

Общая формула наибольшаго искаженхя угловъ (10) для 
центральныхъ проекщи обращается въ следующую: 



згп 2 = 1д' 2 



(63) 



Любопытно, что эта формула тождественна формул* (40) 
для ортографическихъ проекщи. 

Вотъ таблица величинъ р (при В = 1\ а^Ь^ р и ь) для угло- 
выхъ разстоянхй 8, черезъ 15°, для вс*хъ центральныхъ проекщи. 



а 



Р 



(О 



0° 
15 
30 
45 
60 
75 
90 



о.ооо 

0.268 

0.577 

1.000 
1.732 

3-752 



1.00О 
1.072 

1-333 
2.000 

4-000 
14.928 



1.000 

1.035 

1.155 
1.414 
2.000 
3.864 



1.0ОО 
1.110 

1.540 

2.828 

8.000 

57.676 



о" о' 

I 59 

8 14 

19 45 

38 57 

72 9 

18о о 
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Черт. 19. 



Разсмотримъ теперь частные случаи центральныхъ ироекгцй. 

1. Полярная , когда картинная плоскость касается въ одномъ 

изъ полюсовъ. Полагая въ формулахъ (60) ср^ = 90°, им'Ьемъ 

х= В со1д ^созХ 

у = В со1д 9 8гпХ 

Исключивъ отсюда широту ср д-блетемь у на х^ получаемъ 
уравнете меридгаиобъ: 

^ = 1дк (64) 

Такимъ образомъ въ цен- 
тральныхъ, какъ и во всЬхъ про- 
чихъ полярныхъ перспективныхъ 
проекщяхъ, меридханы изображаются прямыми, лучеобразно ис- 
ходящими изъ центра проекцш (полюса) и пересЬкающимися 
подъ углами, равными раз- 
ностямъ долготъ. 
Если сложить квадраты 

X Е у Е ТЬМЪ исключить 

долготу X, то получится 
урмненк параллелей: 

х^^у^ = (Всо1д^^УЩ) 

т. е. параллели суть концеп- 
тричесие круги съ радхуса- 
ми р = ВЫд 9 и общимъ 
центромъ въ начал* коорди- 
нагь, изображеши полюса. 
Чертежъ 19 представляетъ "^^р^- ^^• 

способъ построен1я радхусовъ параллелей. Разд'Ьливъ квад- 
рантъ Р8 на равныя части, проводимъ изъ центра С пря- 
мыя СА^ СВ .,, до встр'Ьчи съ касательного въ Р: отрезки 
Ви^ ВЪ,„ будутъ рад1усами соотв'Ьтствующихъ параллелей. 
На чертеж* 20 изображена полярная центральная проекшя 
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сЬвернаго полушархя до параллели ср = 15°; съ меридаанами и 

параллелями, проведенными черезъ 15°. 

2. Экваторгальная, ,когда картинная плоскость касается 

въ произвольно взятой точк'Ь экватора. Полагая для этого слу- 
чая въ формулахъ (60) сро = ^>°; 
получаемы 

у = Е1д\ 

Въ выражен1с у не входить 
широта, и потому оно и предста- 
вляетъ уравнепге мергсдгаповь: 

у = ШдХ (вв) 

Ясно, что ВС* мерищаны суть 
прямыя, параллельныя оси д;-овъ, 
и 0ТСТ0ЯЩ1Я отъ нея, т. е. отъ 
мерид1апа точки касанш, на раз- 
стоян1яхъ Е 1д \. 

Чтобы исключить долготу X, 
опред^лимъ сперва со^ \ изъ 
выражен1я для х\ 




Черт. 21. 



008 X = 



X 



вставивъ его въ выражен1е для у, получаемъ 



8гп\ = — 



X 



Сумма квадратовъ, посл'Ь простыхъ преобразован1Й5 даетъ 
уравненге параллелей: 



X' 



К. 
В' 



^— — 1 



(Д 1д 9)^ В^ - ' ^®'^ 

Следовательно, параллели суть гиперболы, у которыхъ ве- 
щественныя оси направлены по оси л:-овъ, а самый полуоси 
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раБНЫ в ^д % мнимыя же полуоси вс^ орнаковы и равны Я. 
Для ср = 0°^ т. е. для экватора, выходить д; = О, т. е. эква- 
торъ изображается осью у-овъ. 

На чертеж^^ 21 изображена экватор1альная центральная 
проекщя до параллелей ср = — 75° но об* стороны отъ мери- 
Д1ана точи касашя до долготъ X = =*= 75°, съ меридаанами и 
параллелями, проведеннЫхМи черезъ 15°. 

3^ Горизонтальная^ когда картганая плоскость касается 
въ произвольной точк* земного шара, заданной широтою сро- 

Для этого случая надо пользоваться общими формулами (60). 
Чтобы исключить широту ср; разд*лимъ числителей и знамена- 
телей выраженШ для л; и у на со8 ср; это дастъ дв* формулы 
для ^д^у сравнен1е которыхъ, поел* сокращенШ, представить 
уравненге меридгановъ: 

згп ;ро X — со1д "ку -^ В С08 <р^ = О 

Такь какь координаты хлг/ входять сюда только вь первой 

степени, то меридааны суть прямыя, что можно было и прери- 

д-Ёть, потому что мерид1аны— больга1е круги шара. При у = О, 

х = — ВШд^^\ перенеся начало координать въ точку сь 

координатами ^ ^ 

а = — и со1д ср^ 

такь, чтобы новыя коорданаты были 

х^=х -л- В со1д сро Ух=У 
гюлучимъ бол'Ье простой видь уравнешя меридаановь: 

|1 = згп ср, 1д \ (68) 

Такимь образомь мерид1аны суть прямыя, лучеобразно исхо- 
ДЯЩ1Я изь одной точки, изображешя полюса, причемь углы Х^, 
подь которыми пересЬкаются мерид1аны на проекщи, связаны 
сь соответствующими долготами X весьма простою формулою: 

1д X, = згп сро 1д X (69) 

в. 1<11тковск1й.— Картограф1я. 5 
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Это известное уравнеше, служащее для построетя гори- 
зонтальныхъ солнечныхъ часовъ и выводимое въ теорш гаомона; 
поэтому ВС* центральныя проекцш называютъ иногда гнома- 
ническими. 

Исключимъ теперь изъ формулъ для л? и у долготу X; изъ 
выражешя для х ишкшъ: 

В С08 Фо -*- ^ 8гп 9о 
С08 \ = {д Ф р . ^° — 

подставивъ этотъ сов^ въ выражете для у, получимъ: 

у 

згп \ ^= 1а ^ ^^—. ^ 

"^ ^ Кзгп^^ — X С08 сро 

Сумма квадратовъ, поел* сокращешй, даетъ уравпепге па- 
раллемй: 

(вш* 9о — ^^^' Фо ^^^р' ^)х^-\-2В згп ср© С08 сро созес^ ср ж -ь у'* = 
= Тг" (5ш^ ср, со1д^ ср — со8^ сро) (70) 

Это уравнете показываетъ, что параллели вообще пред- 
ставляются кривыми второго порядка. Для выяснешя рода кри- 
выхъ необходимо сд^Ьлать зд'Ьсь небольшое преобразоваше; 
именно, разд'Ьливъ вс* члены на коэффиц1ентъ при х^ и при- 
бавивъ къ об'Ьимъ частямъ уравнетя величину 

/ В 8т <ро С08 сро С08ес^ ср\* 

[згп^ сро — ^^^' Фо ^(9^ ?/ 
получимъ поел* приведенШ: 
/ В 8гп сро С08 фо созес^ <ру 
\ 8гп^ % — С08^ сро ^^^' ? ' 



2/' 



/ В со1д у ^\« / Ксо1д<^ _\' 

Если 5»«'9о — С08* ^^ Ыд* ц> не = 0, то это уравнете 
представляетъ кривыя второго порядка съ цептромъ, и при томъ 
эллипсы или гиперболы, смотря по тому, будетъ ли этотъ дву- 



= 1 (71) 
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членъ больше или меньше нуля, Коордийаты центра суть: 



а полуоси: 



_ Е згп сро С08 сро совес^ ср о _ ^ 



Е со1д 9 , _ Е соЬд ср 



8гп^<^^—со8^^^со1д^ ср у^г^^ .^^ _ соз' ср, Шд' ср 

Параллели изображаются эллипсами^ когда 

8гп^ ср^, > С08^ ср^, Шд^ ср 
т. е. когда 

ср > 90° - 9о 

или тЬ параллели, широта которыхъ больше дополнен1я до ЭО"" 
широты точки касан1Я картинной плоскости. 
Параллели изображаются гиперболами, когда 

8гп^ сро < С08^ 9о <^^9^ Т 
т. е. когда 

ср < 90° - 9, 

или г6 параллели, пшрота которыхъ меньше дополненхя до 90° 
широты точки касанк картинной плоскости. 

Если вгп^ ^^ — €08^ ср^^ Ыд^ ср = О, т. е. для ср = 90°— ср^,, 
полуоси кривой, какъ видно изъ уравнен1я (71), равшл без- 
конечности, и кривая, изображающая параллель, оказывается 
параболою. Чтобы ближе изсл'Ьдовать эту параболу, обратимся 
къ уравнешю (70); при ср = 90° — ср^ оно, поел* простыхъ 
преобразован1й, обращается въ 

у^ '\-2Е 1д сро {х-^Е со1д 2ср ^ = О 

Это уравнете представляетъ параболу, вершина которой 
отстоитъ отъ начала координатъ на — Я Шд 2сро; если пере- 
нести начало координатъ въ точку съ координатами 

а = — Е со1д Ц^ р = О 

чтобы новыя координаты были 

X, = х-^ Е соЬд Ц^ Ух= У 

5* 
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то полу,,™. ^,. = _2й,^,,.^, (72) 

т. е. уравнен1е параболы, отнесенное къ вершин* и оси сим- 
метр1и и съ параметромъ Я ^д ^о 

Параллель съ широтою ^ = 0°, т. е. экваторъ, какъ боль- 
шой кругъ шара, долженъ изображаться прямою. Уравнеше (71) 
не годится для подстановки ср = 0°, потому что обращается въ 
неопред1Ьленное выражеше, зато уравнеше (70), поел* умно- 
жен1я на #^*ср и указанной подстановки, даетъ 

{С08 9о^ — ^ 5ш ^^у = О 

Теперь ясно, что экваторъ изображается прямою, и при 
томъ прямою, параллельною оси у-овъ и отстоящею отъ нея на 
разстоянш В ^д'^^^ 

Наконецъ для опред*лен1я положен1я изображетя полюса надо 
въ формулу (70) подставить ср = 90°; это приводитъ къ уравненш 

возможному только при 

а? = — В со1д ф^ 
У = 

Повторимъ вкратц* полученные выводы. На горизонтальной 
центральной проекщи для данной широты сро мерид1аны изобра- 
жаются прямыми, лучеобразно расходящимися изъ одной точки, 
изображетя полюса, и пересЬкающимися подъ углами \, опре- 
деляемыми уравненхемъ (69). Экваторъ изображается прямою, 
перпендикулярною къ мерид1ану точки касан1Я, параллели съ ши- 
ротами, меньшими 90° — ср^, гиперболами, параллель точки съ 
широтою 90°— ср^ параболою, а параллели съ пшротами, боль- 
шими 90° -сро,— эллипсами, больш1я оси которыхъ располо- 
жены въ направлеши меридхана точки касан1Я. 

На черт. 22 изображена горизонтальная центральная проек- 
Ц1Я для гочки касан1я съ широтою ^о = 60°, и меридаанами и 
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параллелями, проведенными черезъ 1^°. Параллели ±15° суть 
гиперболы, параллель 30° — парабола, а параллели съ широ- 
тами 45°, 60° и 75°— эллипсы. 

Центральный проекщи часто применяются для небесныхъ 
картъ: видъ созв'ЬздШ на этихъ проекщяхъ всего ближе къ тому, 
какъ они дМствительно представляются намъ на неб'Ь, и по- 
тому на нихъ легко разыски- 
вать отд'кньныя зв1^зды. Для 
изображен1я всего неба его 
проектируютъ обыкновенно на 
шесть граней куба, описан- 
наго около шара и касающа- 
гося въ полюсахъ и четырехъ 
равноотстоящихъ точкахъ эк- 
ватора, такъ что ВС* созв^з- 
Д1Я изображаются на двухъ 
полярныхъ и четырехъ эквато- 
рхальныхъ центральныхъ про- 
екц1яхъ. Эти проекщи самыя 
П0ДХ0ДЯЩ1Я для нанесен1Я пу- 
тей падающихъ зв^здъ и опре- 
д-Ьлетя ихъ радхантовъ. Па- 
даюпця зв-бзды одного потока ^^р*^- ^^• 

движутся вблизи Земли почти по параллельнымъ прямымъ, пред- 
ставляющимся, всл^дствхе перспективы, прямыми, лучеобразно 
расходящимися изъ одной точки, называемой рад1алтомъ. Такпмъ 
образомъ видимые пути падающихъ зв1Ьздъ можно изображать пря- 
мыми только на центральныхъ проекц1яхъ. Если заметить на неб* 
м*ста появлешя и исчезновен1Я каждой отд1>льной падающей 
зв*зды и нанести эти м^ста на звездную карту, составленную въ 
центральной проекщи, то достаточно соединить нанесенныя дв* 
точки прямою, чтобы получить изображеше пути; обратныя про- 
должеюя путей многихъ зв*здъ, обыкновенно, пересЬкаются въ 
одной точк*, которая и даетъ м*сто рад1анта потока. Для 
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любителей, занимающихся наблюдешями падающихъ зв'&здъ, 
издаются зв'Ьздаыя карты въ центральныхъ проекщяхъ т*хъ 
областей неба, въ которыхъ чаще всего появляются эти кра- 
сивые метеоры. 

На примкнете центральныхъ проекщй къ картамъ земной 
поверхности впервые обратили вниманхе геологи. Знаменитый 
Эли де Бомот (1798 — 1874), отыскивая известную пра- 
вильность въ распред'Ьлети главныхъ горныхъ хребтовъ, при- 
шелъ къ довольно странному выводу, что хребты эти прости- 
раются по дугамъ большихъ круговъ и раздЬляютъ всю зем- 
ную поверхность на 12 правильныхъ сферическихъ пяти^толь- 
никовъ. Такъ какъ вс* дуги большихъ круговъ представляются 
прямыми только на центральныхъ проекщяхъ, то Эли де Бомонъ 
предложилъ проектировать земную поверхность на грани описан- 
наго около Земли правильнаго дв']^надцатигранника (додекаэдра); 
центръ пятиугольной грани, въ которой расположена Европа, 
онъ нашелъ близъ городка Ремда въ Саксоши. Хотя и нашлись 
последователи этого заблуждешя, но въ настоящее время оно 
предано полному забвенш. 

12. Вн^Ьшн1я проекц1я. При изображенш значительной части 
земной поверхности всЬ разсмотр^нвыя выше перспективный 
проекщй страдаютъ весьма важнымъ недостаткомъ — большими 
переменами частнаго масштаба; наприм'Ьръ, для цЬлаго полуша- 
р1Я масштабъ въ нанравлеши рад1усовъ проекщй отъ центра до 
краевъ изменяется: на ортографическихъ проекщяхъ отъ 1 
до О, на стереографическихъ отъ 1 до 2, а на центральныхъ 
даже отъ 1 до со. Такъ какъ указанный масштабъ отъ центра 
къ краямъ на ортографическихъ проекщяхъ уменьшается, а на 
.стереографическихъ, наоборотъ, увеличивается, то естественно 
родилась мысль избрать для точки зрен1я некоторое промежу- 
точное положеше вн* шара (между безконечнымъ удалешемъ 
и положетемъ на поверхности шара), при которомъ противопо- 
ложные недостатки обеихъ проекщй хотя бы частью уравни- 
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вались. Такое соображеше дало поводъ къ изобр']Ьтенш ц1^аго 
ряда внтинихъ проекцщ подчиненныхъ тЬ&гь или инымъ 
услов1ямъ. Въ посл'Ьдующихъ §§ разсмотр*ны наиболее заме- 
чательный вн^шшя проекщи^ зд^сь же займемся выводомъ н'Ё- 
сколькихъ общихъ формулъ, прим*нимыхъ ко всевозможнымъ 
проекщямъ этого рода. 

Мть надобности доказывать, что на вс*хъ вн'Ьшнихъ пер- 
спективныхъ проекщяхъ мерпд1аны и параллели представляются 
кривыми второго порядка, а въ частности на полярныхъ про- 
екщяхъ меридааны изображаются прямыми, лучеобразно исхо- 
дящими изъ одной точки, проекщи полюса, 
и пересекающимися подъ углами, равными 
разностямъ долготъ, а параллели— концен- 
трическими кругами, общ1й центръ кото- 
рыхъ совпадаетъ съ началомъ координатъ. 
Все это непосредственно вытекаетъ изъ об- 
щихъ формулъ (31) — (33) для всЬхъ пер- 
спективныхъ проекцШ. 

На ВЕбганихъ проекщяхъ можно изобра- 
зить пространство больше полушара, и 
пред*лъ изображаемаго пространства за- 
виситъ только отъ удален1я точки зр*н1я огь поверхности шара. 
Для опред'Ьлен1я этого предала приравняемъ нулю первую про- 
изводную выражен1я (31) по переменному 6, что даетъ: 




^1врт. 23. 



С08 во = — р 



(73) 



Такъ какъ для со8% получилась величина отрицательная, 
то ясно, что угловое разстояше % краевъ проекц1и отъ центра 
больше 90°. Формулу (73) легко вывести и изъ черт. 23, на 
которомъ уголъ % = 2СК; точка К получена проведен1емъ 
касательной АК изъ точки зрен1я А къ окружности 2КВ. 

Чтобы въ дальнМшпхъ выводахъ не иметь дела съ двумя ве- 
личинами 2/ и 2? общихъ формулъ перспективныхъ проекщй, при- 
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мемъ, что каришная плоскость касается шара въ точк* 2 (черт. 
6 и 23); въ такомъ случа* Ь = В-л-Е и формула (31) обра- 
тится въ следующую: 

_ ( Р^ В) ВзшЬ 
^~' В -^ ВсозЬ ^^^' 

При той же подстановке и полагая въ (34) последова- 
тельно а = 90° и а = 0°, пол^^чимъ: 



В -\- В сов 6 



(75) 



* = {В^ВсовЬу (^®) 

Здесь общее обозначете с заменено буквами аиЪ^ потому 
что въ указанныхъ направленхяхъ масштабъ представляетъ 
именно большую и малую полуоси указательпицы. Масштабъ 
площадей р выразится непосредственно произведен1емъ аЪ^ т. е. 

_ (]9 -ь Д)' ( Д -ь Д сов 6) ^ . 

^~ (В'-^ВсовЬу ^^^' 

Разсмотримъ, какъ изменяются величины р^ а^ Ь и р при 
данномъ разстоянш I) отъ переменъ угла и при данномъ 
угле в отъ изменен1я разстоятя В, 

Величина радгуса р при постоянномъ В принимаетъ для 
разныхъ 5Тловъ в отъ 0° до %^ определяемаго уравнешемъ (73), 
следуюнця значен1я: 

е = 0° . . . р = О 

е = 9о°...р = д^^ 



6 = 6, . . . р= В]/^-^д 

Такимъ образомъ радусъ р, начиная отъ центра проекщи 
къ ея краямъ, непрерывно растетъ. Что касается зависимости 
этого рад1уса отъ изменетй разстоятя точки зренхя, то, на- 
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оборотъ, съ увеличешемъ 2?, величина р, соответствующая 
тому же углу 6, непрерывно уменьшается. Въ самомъ д^л* дроби 

Р ч-В Д -4- Д 

В ^ В— В 

неправильный; и потому отъ прибавлен1Я къ числителю и зна- 
менателю одного и того же числа он* уменьшаются. 

Масштабъ а, какъ легко видеть изъ формулы (75), съ 
увеличешемъ угла в отъ 0° до в^, непрерывно увеличивается 
и им*етъ сл^дуюпця значешя: 

6 = 0° ... а = 1 

в = 90° ... а = 1 + 5 



6 = 6. . , . а = 



В 



'О 



в — в 



Что касается зависимости а отъ изм^нетя разстоянхя точки 
зр*тя, то формула (75) ясно указываетъ, что за исключе- 
шемъ случая 6 = 0°, когда а = 1, этотъ масштабъ выражается 
всегда неправильною дробью и, следовательно, съ увеличен1емъ 2?, 
онъ непрерывно уменьшается, оставаясь однако всегда не меньше 
единицы. Только при 2?=оо (см. ортографическую проекщю), 
масштабъ а на всемъ протяжен1и проекцш равенъ единиц*. 

Масштабъ Ь при измененш угла в отъ 0° до в^, какъ легко 
видеть изъ формулы (76), принимаетъ сл-Ьдуюпця значешя: 

е = 0° ...6=1 

в = 90° . . . 6 = Д — ^ 

6 = 0, ...6 = 

Такимъ образомъ масштабъ Ь при переход* отъ центра 
проекцш къ ея краямъ из.\гЬняетс]1 отъ 1 до О, но это еще 
не значить, что онъ непрерывно уменьшается. Бываютъ слу- 
чаи, когда онъ, отъ единицы въ центр*, сперва увеличивается, 



74 перспективный проёкцги. п. 

достигаетъ кЬкотораго наибольшаго пред-Ьла и только тогда на- 
чинаетъ уже непрерывно уменьшаться до нуля. Чтобы изсл4- 
довать это обстоятельство, составимъ первую производную ве- 
личины Ъ (76) по переменной в: 

Приравнявъ это выражеше нулю, легко получить следую- 
щая два значеюя для угла в: 

6 = 

со8Ь= рд (78) 

Первое значен1е, соответствующее центру проекщи, по- 
нятно, такъ какъ, будетъ ли величина Ь отъ центра къ краямъ 
увеличиваться или уменьшаться, во всякомъ случа* именно 
въ этой точке она должна иметь наименьшую или наибольшую 
величину. Второе значете не такъ очевидно; дело въ томъ, 
что во внешнихъ проекщяхъ совЬ не можетъ принимать все- 
возможный значешя отъ -н 1 до — 1; онъ можетъ изменяться 
лишь отъ -+- 1 въ центре проекщи до — ^ на краяхъ, со- 
гласно форхмуле (73). При со8Ь=11 уравнеше (78) даетъ 

В' — ЕВ — 2^г^ = о 

откуда, ограничиваясь единственно возможнымъ положительнымъ 
корнемъ, получаемъ 

В = 2В 



При со8Ь = — -^ уравнеше (78) даетъ 



В = Е 



Следовательно, существован1е корня уравнен1я (78) воз- 
можно только для такихъ внЬшнихъ проекщй, въ которыхъ 
разстояше В не превосходитъ 272, т. е. у которыхъ разстоя- 
ше точки зретя отъ поверхности шара не более его радауса. 
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Для этихъ проекцШ (В>Е^ но <2^) масштабъ Ь при воз- 
растанш угла в отъ 0°, начиная отъ единицы, сперва увели- 
чивается, достигаетъ наибольшей величины при угловомъ раз- 
стоящи 6, опред^Ьляемомъ формулою (78), а загЬмъ начинаетъ 
уменьшаться непрерывно до нуля (при Ь = в^). 

Чтобы получить наибольшую величину масштаба й, должно 
въ формулу (76) подставить значенхе созЬ изъ (78), что даетъ: 

Наибольш1й Ь = . д .^у р. (79) 

На внЬшнихъ ироекц1яхъ, у которыхъ разстояше В =2 В 
или >2Д промежуточнаго наибольшаго значен1я Ь не суще- 
ствуетъ, и этотъ масштабъ, начиная отъ единицы (при в = 0°), 
непрерывно уменьшается до нуля (при 6 = 6^5), подобно тому, 
какъ въ ортографической проекщи, представляющей лишь част- 
ный случай внЬшнихъ (при В=со). 

Чтобы изсл'Ьдоват!. изм1>нете масштаба Ъ для опред*лен- 
наго значетя угла 6 при разныхъ разстоян1яхъ 2?, формул* 
(76) надо придать другой видъ; именно, прибавивъ и отнявъ 1 
во второй части и зам'Ьнивъ въ числителе соз 6 равною вели- 
чиною 1 — 2 вгп^ ^ , получимъ: 

/1 

^ 222» С08' у — 7) (I) — Б) 
6=1-ь2т'у ^^д,,,е)' (80) 

Съ увеличетемъ разстояшя В числитель посл^дняго мно- 
жителя этого выражетя уменьп1ается, а знаменатель увеличи- 
вается, следовательно, съ удален1емъ точки зр^шя отъ поверх- 
ности П1ара, масштабъ Ь для дапнаго )тла 6 становится меньше. 

Зам'Ьтимъ еще, что такъ какъ на веЬшнихъ проегацяхъ 
съ удалешемъ точки зр'Ьн1я В>И, но <2Е, масштабъ й, 
начиная отъ единицы въ центр*, сперва увеличивается, а за- 
гЬмъ уменьшается до нуля, то, очевидно, онъ где-нибудь вто- 
рично равенъ единиц*; соответственное угловое удалеше Ь^ 
легко получить изъ формулы (80), приравнявъ нулю второй 
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членъ второй части; кром* изв'Ьстнаго значенхя 6^ = 0°^ по- 
лучается еще 

Т* же значен1я для Ь^ можно, конечно, получить, прирав- 
нявъ единиц* выражеше д формулы (76). 

Масштаба площадей р при изм'Ьнешиугла в отъ 0° до Й^, 
согласно формул* (77), принимаетъ сл*дующ1я значешя: 

6 = 0° , . . р=1 

Масштабъ р, подобно масштабу 6, можетъ или непрерьшно 
уменьшаться огь единицы до нуля, или же сперва увеличи- 
ваться, достигауть некоторой наибольшей величины, а зат*мъ 
уже начать уменьшаться и дойти до нуля. Производная урав- 
нен1Я (77) по переменной Ь даетъ: 

#) ^ ^ (В -*- Е С08 Ьу 

Приравнявъ это выражеше нулю, легко получить слЬдую- 
пця два значен1Я для угла 6: 

6 = 

-«« = ^^25^^ (82) 

Первое значеше, соответствующее центру проекщи, совер- 
шенно естественно, потому что, будетъ ли масштабъ р отъ 
центра къ краямъ увеличиваться или уменьшаться, во всякомъ 
случа* именно въ этой точк* онъ долженъ им^ть наименьшую 
или наибольшую величину. Второе значеше возможно для ве- 

личинъ €08 Ь^ заключающихся между -ч- 1 для центра проекщи 
■р 

и — ^ для ея краевъ, согласно съ формулой (73). При 



12. ВН'БШН1ЯПР0БКЦ1И. 77 

со8Ь = 1 уравнете (82) даетъ: 

В' — 2ВВ — ЪВ' = О 
откуда^ оп)аничиваясь положительнымъ корнемъ, 

В = ЪВ 
При созЬ = — ^^ уравнете (82) даетъ: 

В = В 

Такимъ образомъ масштабъ площадей им'Ьетъ наибольшую 
величину въ промежутке между в = 0° и в = 6^^ только на гЬхъ 
вн^шнихъ проекщяхъ, у которыхъ разстоян1е точки зр'Ьшя отъ 
поверхности гаара не бол^е его д1аметра {В > К^ но < 3/2). 
Чтобы получить наибольшую величину масштаба р^ должно 
въ формулу (77) подставить значете созЬ изъ (82), отчего 
получается 41)з 

Наибольш1й р = 27^г (В — ВУ ^^^^ 

Такъ какъ на разсматриваемыхъ проекщяхъ масштабъ пло- 
щадей, начиная отъ центра, гд* онъ равенъ единиц*, сперва 
увеличивается, а потомъ уменьшается до нуля, то, очевидно, 
онъ гд'Ь-нибудь вторично равенъ единиц*; соответствующее 
угловое удалете в^ легко получить, приравнявъ единиц* вели- 
чину р формулы (77), что даетъ: 

(1 — С08 в) [В^ С08' Ь ч- (В' -^ ЗВВ') С08 о ч- Б' -+- 2ВВ^ -ь 
-ь В'В — В'] = (84) 

Это уравнете им*етъ, конечно, корень 6 = 0°, известный 
раньше (центръ проекщи); приравнивая же нулю второй мно- 
житель, получимъ для С08 Й квадратное уравнете, у котораго 
единственно возможный корень (для В>Е) выходить: 



На вн^^шнихъ перспективныхъ проекщяхъ съ разстоян1емъ 
точки зр-Ёнхя В=^ЬЕ и >ЗЛ промежуточнаго наибольшаго 
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значен1Я р не существуетъ, и отъ единицы (при в = 0°) мас- 
штабъ площадей непрерывно уменьшается до нуля (при 6 = 6^,). 

При данномъ угловомъ разстоян1и в масштабъ площадей 
тЬмъ меньше, ч^Ьмъ В больше, т. е. ч'Ьмъ точка зр*шя дальше 
отъ поверхности шара. Такое заключен1е не трудно вывести, 
взявъ для величины р произведете масштабовъ а и & изъ 
формулъ (75) и (80). 

Зд-Ьсь у м'Ьста показать, что не можетъ существовать рав- 
новеликой перспективной проекцш. ДМствительно, чтобы р=аЬ 
равнялось единиц* на всемъ протяжети проекщи, необходимо, 
чтобы уравнеше, получаемое отъ приравниван1Я нулю второго 
множителя произведен1я (84), который можно представ1пъ въ вид* 

В^ — ЕВ' — Е' {2 ч- 3 созЬ) В — В' О -^ шЬ -^ сов" 8) = О 

им'Ьло постоянный коэффищентъ у 2?, т. е. чтобы этотъ коэф- 
фищентъ не зависЬлъ отъ углового разстоян1Я 6; а это, оче- 
видно, невозможно. 

Подобнымъ же образомъ легко показать, что не можетъ 
существовать равноугольной внешней перспективной проекцш, 
такъ какъ для этого необходимо, чтобы отношеше а : Ъ было 
независимо отъ угла 6; изъ формулъ (75) и (76) им*емъ: 

а __В -\~ В совЬ 
~Ь "~ В ч- В соз'Ь 

Вторая часть этого равенства можетъ быть независимою 
отъ 6 только при В = Я^ т. е. никакъ не на внешней про- 
екцш; услов1е В — К существу етъ только на стереографиче- 
€кихъ проекщяхъ (§ 10), которьш и представляютъ единствен- 
ный равноугольный перспективныя проешци. 

Въ заключенхе разсмотримъ еще формулу (10), дающ)то 
наибольшее искажете угловъ. Въ прим'6нен1п къ вн'Ьшнимъ пер- 
спективнымъ проекц1ямъ, т. е. прп подстановке въ нее значешй 
л и 6 пзъ формулъ (75) и (76), она обращается въ сл*д)тощую: 

. со В—В^ , О ...^ 

''''2 = ^--^в'^ 2 (86) 
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При разныхъ угловыхъ разстоян1яхъ 6, им'Ьемъ: 

6 = 0° ... <!) = О 

. <«> В— В 

в = во ... ш = 180° 

Отсюда видно, что хотя въ центр'Ь проекцш уголъ а> = О, 
но съ удалешемъ отъ центра этотъ уголъ непрерывно возра- 
стаетъ и на краяхъ проекщи достигаетъ величины 180°. Вотъ 
почему на вн*шнихъ проекц1яхъ ограничиваются, обыкновенно, 
изображешемъ только одного полу шар1я (до 6 = 90°): возможно 
изображать и больш1Я пространства, но тогда у краевъ проек- 
цш искажеше угловъ становится весьма значительнымъ. Ра- 
венство со = О существуетъ только при В = Я^ т. е. на сте- 
реографическихъ проекц1яхъ. 

Съ удалешемъ точки зр*тя, т. е. съ увеличетемъ 2?, уголъ 
со тоже увеличивается, потому что коэффищентъ второй части 
формулы (86) правильная дробь. При 2?=оо, т. е. на орто- 
графическихъ проекцйхъ, уголъ со достигаетъ 180° уже при 
6 = 90°. 

Перечислимъ вкратцЬ выводы всЬхъ сдЬланныхъ изсл^до- 
ван1й о вн'Ьшнихъ перспективныхъ проекщяхъ вообще. 

1. Величины р, а и со, равный соответственно О, 1 и О 
въ центр* проекщи, съ увеличетемъ углового разстоянхя 6 не- 
прерывно возрастаютъ къ краямъ. 

2. Масштабъ Ъ на проекц1Яхъ съ В> Е^ но < 222, на- 
чиная отъ центра, гд* онъ равенъ единиц*, сперва увеличи- 
вается, достигаетъ некоторой наибольшей величины, а затЬмъ 
непрерывно уменьшается до нуля; на проекц1яхъ съ В = 2В 
1а^2Е масштабъ Ь отъ центра проекц1и къ ея краямъ не- 
прерывно уменьшается отъ единицы до нуля. 

3. Масштабъ площадей р на проекщяхъ съ 7? > ^й, но < 3^ 
начиная отъ центра, гд'Ь онъ равенъ единиц*, сперва увели- 
чивается, достигаетъ н*котораго наибольшаго значешя, а за- 
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гЬмъ уменьшается до нуля; на проешцяхъ съ 2? = 3^й и > 3^? 
масштабъ площадей непрерывно уменьшается отъ центра, гд'Ь 
онъ равенъ единиц*, до краевъ, гд* обращается въ нуль. 

4. Съ увеличешемъ разстоян1Я точки зр'Ьн1Я (В) величины 
р, «, 6 и Ру соотв4тствуюпця данному угловому удаленш в, 
уменьшаются; только уголъ ш при этомъ увеличивается. 

Приступимъ теперь къ описатю наиболее зам*чательныхъ 
и любопытныхъ вн'Ьшнихъ перспективныхъ проекцШ; ограни- 
чимся только разсмотр-Ьтемь ихъ свойствъ, не сопровождая 
изложен1Я чертежами отд'Ьльныхъ проекщй, потому что вообще 
чертежи эти представляютъ н-йчто среднее между чертежами 9 
и 13 для ортографическихъ и стереографическихъ проекщй. 
Они легко могутъ быть построены по приведеннымъ ниже таб- 
лицамъ величинъ р для отд'Ьльныхъ проекщй. 

13. Проекцхя Лажра. Французскхй астрономъ,^аг*/?г(1640 - 
1718) опред'Ьлилъ положеше точки зр'Ьшя внЬшней перспек- 
тивной проекцш условхемъ, чтобы изображеше точки А (черт. 24), 
лежащей по середин* квадранта Р^у оказалось въ точк* а, на 
середин* рад1уса С^у такъ что точка зр1>Н1я О получается въ 
пересЬченш прямой Аа съ продолженнымъ дааметромъ РР^^. 

Такъ какъ Лаиръ проводить картинную плоскость черезъ 
центръ шара С, то въ выведенныхъ выше формул ахъ (74) — 
(76) для внЬшнихъ перспективныхъ проекцШ надо заменить 
множитель 2? -н ^й величиною В, или же въ общихъ форму- 
лахъ перспективныхъ проекщй (31) и (34) положить Ъ = В: 
отъ такихъ подстановокъ получимъ: 

_ В В згп Й 
Р ~ В -^ ВС08 6 

В 

а = 



Ь = 



В -^ ВсозЬ 

В{В-\~ В С08 6) 
(В -ь В~со8 Ьу 
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По усдовш проекцш р для 6 = 45° должно равняться по- 
лов11н1^ рад1уса шара, такъ что для опредЬлен1я разстоян1я точки 
зр'Ьшя получается уравнете: 



РВ егп 45° 
В -\- Е С08 45 



1 



Такъ какъ 8т 45° = сов 45° = 7/Ц, то 

1> = Б-!-. ^ = 1.7071 В 

У2 



(87) 



Удалете точки зр'Ьн1Я отъ поверхности шара, т. е. отр*- 
зокъ ОР^ оказывается зд*сь равнымъ Е зт 45°, что при- 
водить къ весьма простому способу по- 
строен1Я точки зр'Ьн1я: надо опустить изъ А 
перпендикуляръ АВ на РР{, удалете 
точки зр'Ьшя т. е. ОР^ равно длин* АВ. 

На проекщи Лаира можно изобразить 
гораздо больше полушар1я: предельная ве- 
личина в по формул* (73) оказывается 
зд-Ьсь 6^^ = 1 25°5 2 ' , причемъ соотв^тствую- 
щШ рад1усъ Ро = 1 . 234 72, а полуоси ука- 
зательницы на границ* л = 1.522и& = 0. 
Если перенести картинную плоскость въ 
точку Р (черт. 24), то для крайнихъ то- 
чекъ проекщи, т.е. при 6о = 125°52', выходить ро 
а = 2.414 и й = 0. 

Такь какь вь этой проекцш разстояше В>Е, но <2Л, 
то масштабь А, начиная оть в = О, сперва увеличивается, до- 
стигаетъ наибольшей величины и загЬмь уже уменьшается. 
Уголь в, соотв^тствугоицй наибольшему масштабу Ь по фор- 
мул* (78), определяется равенствомъ 




созЬ = 



51/2 — 6 



в. Витковск1й.— Картограф! я. 
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отЕуда 



в = 57°37' 



Соответствующее значете масштаба получается изъ фор- 
мулы (79), если вторую часть умножить на отношеше 2? :2? -н ^й, 
согласно съ принятымъ Лаиромъ расположешемъ картинной пло- 
скости, именно: 

Наибольш1й Ъ = тд-/ т)а 1Г~й^^ (®®^ 

Въ нижеследующей таблиц* приведены главныя численныя 
значен1Я проекщи для одного полушар1я, т. е. до в = 90° че- 
резъ 15°, причемъ, для удобства сравненхя съ другим проек- 
щями, картинная плоскость предполагается касательною къ шару. 



6 



Р 



ш 



0° 
15 
30 
45 
60 
75 
90 



0.000 
0.2б2 
0.526 

0.795 

1.0б2 
1.330 

1.586 



1.000 
1.013 
1.052 
1.121 
1.227 

1-377 
1.586 



1.000 
1.004 
1.013 
1.025 
1.050 
1.010 
0.929 



1.000 
1.016 

ьобб 

1.149 
1.263 
1.391 

Ь473 



о" о' 

о 31 
2 9 
5 8 
9 59 
17 42 
30 17 



НаибольшШ масштабъ & = 1.030 выходить при в=57°37', 
какъ упомянуто уже раньше. Масштабъ д вторично равенъ 
единиц* при 6, = 78°3', вычисленномъ по формул* (81). Наи- 
большШ масштабъ площадей /? = 1.474 при в = 91°26', по 
формуламъ (83) и (82); наконецъ масштабъ р вторично ра- 
венъ единице при в2 = 114°21' по формул* (85), и тутъ по- 
луоси указательницы суть а = 2.091 и ^ = 0.478. 

Проекц1Я Лаира не сохраняетъ ни подоб1Я въ безконечно- 
малыхъ частяхъ, ни площадей, но въ общемъ она искажаетъ 
очерташя меньше, ч'Ьмъ разсмотр*нныя выше перспективныя 
проекщи, и применяется иногда, какъ полярная проекц1Я, для 
изображен1я сЁвернаго и южнаго полушарШ. 
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14. Проекцш Парана. Изсл^^дуя проекщю Лаира, французсшй 
географъ Паранъ (1666—1716) убедился, что хотя одинако- 
выя дуги РА и А^ (черт. 24) по 45° изображаются одина- 
ковыми отр^^зками Са и а^ рад1уса С^^ но равный части 
этихъ дугъ изображаются на нроекщи не равными отр']Ьзками 
радауса. Разности посл'Ьдовательныхъ дугъ на шар* и соот- 
в*тствующихъ ИАГЬ отрЬзковъ рад1уса на проекщи въ разныхъ 
м'Ьстахъ не одинаковы^ и сделать ихъ одинаковыми невозможно; 
Паранъ предложилъ найти для точки зр']Ьтя такое положете^ 
чтобы сумма этихъ разностей была наименьшая. Масштабъ Ъ 
въ проекщи Лаира им'Ьетъ на пространств* отъ 6 = О до 6 = 90° 
значешя: 

Въ центрЬ проеквди, т. е. при 6 = 0° . . Ъ= -^ — ^ 

При в = 57°37' (наибольш1й), см. форм. (88) Ъ = лткп^^л^) 

ТУ 

На краяхъ проеквди, т. е. при 6 = 90° . ^ = ^ 

Если вообразить частные масштабы Ь для всевозможныхъ 
другихъ промежуточныхъ значетй углового удалешя 6^ то, не- 
зависимо отъ выбранной величины прираш,ен1я угла 6, сумма 
разностей каждыхъ двухъ посл'Ьдовательныхъ масштабовъ, оче- 
видно, равна разности наибольшаго и наименьшаго, такъ что 
сумма разностей масштабовъ посл'Ьдовательныхъ элементовъ отъ 
6=57°37' до 6 = 0° равна 

В' В_ 

4:Е(В'— ВО П^Е 

а сумма разностей масштабовъ посл'Ьдовательныхъ элементовъ 
отъ' того же 6 = 57°37' до 6 = 90° равна 

Р' Е 

4Е {В' — Е^) В 

Такимъ образомъ полная сумма 5 разностей масштабовъ 
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на протяженш всего полушар1я равна сумм* этихъ выраже- 

нШ, т. е. 

В^ Р В 

* ~ 2Б (2)' — Д') П^ Е В 
а поел* приведенШ и замены отношешя ^ буквою х: 

' = 2х(х^- ГГ ^"^ 

Услов1е^ поставленное Параномъ, заключается въ опред-Ь- 
ленш такого разстояшя точки зр'Ьшл, т. е. величины 1) или х, 
при которомъ сумма ^ была бы наименьшею; для этого надо 
приравнять нулю производную 5 по переменной х^ что приво- 
дить къ р-Ьшенш сл4дующаго уравнетя 6-ой степени: 

Изъ шести корней этого уравнен1Я четыре вещественныхъ 
и два мнимыхъ. Изъ вещественныхъ корней два положитель- 
ныхъ и два отрицательныхъ; отрицательные корни не отв*- 
чаютъ вопросу, положительные же суть: 

X, = 1.5944 и а?2 = 0.6692 

Если вставить эти корни во вторую производную функцш (а): 

^ _ ж' — 6х' -н 15а;* — 2х^ — бд:' -4- 2 

ах^ ~ х^ {х'' — \у 

то при первомъ корн'Ь эта производная величина положитель- 
ная, а при второмъ — отрицательная; следовательно, при пер- 
вомъ корн* сумма 5 прюбр'Ётаетъ наименьшее значеше, а при 
второмъ наоборотъ— наибольшее, и потому только первый ко- 
рень л; = 1.5944 или 

В = 1.5944 Б (89) 

отв^чаегь условш, поставленному Параномъ. Подставивъэто зна- 
чете В въ общ1Я формулы (74) — (77) и (86), получаемъ сле- 
дующую таблицу численныхъ величинъ разсматриваемой проекцш: 
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6 


Р 


а 


Ъ 


V 


(О 


0° 


0.000 


1.000 


1.0О0 


1.000 


0° о' 


15 


0.2б2 


1.013 


1.005 


1.019 


27 


30 


0.527 


1.054 


1.020 


1.076 


I 53 


45 


0.797 


Ы27 


1.042 


1.175 


4 30 


60 


1.073 


1.239 


ьобз 


1.317 


8 4б 


75 


1.352 


1.400 


1.067 


1.494 


15 30 


90 


1.627 


1.627 


1.021 


1.661 


2б 29 



Такъ какъ въ проещш Парана разстояте В>Е^ но 
<2Е^ то масштабы Ь и р им*ютъ промежуточныя наиболь- 
Ш1Я значешя. По формул* (78) получимъ, что наибольшая ве- 
личина 6 соотв'Ьтствуеп. Н = 70°7' и по (79) равна 1.069. 
Масштабъ Ь вторично равенъ единиц* при 6^ = 93°0', по фор- 
мул* (81). Наиболъшхй масштабъ площадей ^? = 1.700 при 
6 = 98^15', какъ легко убедиться изъ формулъ (83) и (82); 
этотъ масштабъ вторично равенъ единиц* при Ь^ = 120^^0^ 
(форм. 85), гд* полуоси указательницы суть « = 2.387 и 
^ = 0.419. Зам*тимъ наконецъ, что, согласно съ форму- 
лой (73), разсматриваемая проекщя можетъ простираться, до 
6^ = 128°51', гд* Ро = 2 . 089 и масштабы а = 2 . 682 
и Ь = 0. 

Легко зам*тить, что перем*ны частныхъ масштабовъ на 
проекщи Парана д*йствительно меньше, ч*мъ на проекцш Лаира 
(это видно изъ сравнен1Я наибольшаго искаженхя угловъ со), но 
уменьшете весьма незначительно, такъ что он* мало отлича- 
ются другъ отъ друга, и въ общемъ эта проекщя Парана лю- 
бопытна только въ теоретическомъ отношенш. 

Паранъ предложилъ еще н*сколько другихъ вн*шнихъ пер- 
спективныхъ проекцШ, тоже не нашедшпхъ прим*нен1Я, но не 
лишенныхъ занимательности, почему и скажемъ о нихъ н*- 
сколько словъ, предлагая самимъ читателямъ изсл*довать ихъ 
подробн*е и вычислить таблицы искаженШ. 
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1. Подобно тому, какъ въ только что разсмотр*нной про- 
екцш поставлено условхе сд'Ьлать наименьшею сумму искаже- 
шй масштаба Ьу Паранъ предложилъ другое услов1е: сделать 
наименьшею сумму искажешй площадей. Въ § 12 доказано, что 
для вн*шнихъ проекщй съ разстояшемъ Ву меньшимъ 3^, 
масштабъ площадей р отъ центра къ краямъ проекщй сперва 
увеличивается, достигаетъ некоторой наибольшей величины и 
затЬмъ уменьшается. Если картинную плоскость провести че- 
резъ центръ шара, то: 

В' 



Въ 



центр* проекщй (8 = 0). . р = т^ 



Наибольшая величина р = 21 Е(В^ — Е^У 

На краяхъ проекцш, при 8 = 90°, Р = -т^ 

Разности наибольшей величины р и каждой изъ наимень- 
шихъ равны: 

42)^ Р' 

27 Е(В'—ЕУ (В-^ЕУ 

4Р^ Е 

27Е{В'—ЕУ О 

такъ что сумма 5 этихъ разностей выходатъ 

8Р' Р^ Е 

^ - 27Е(Р'—Е'У {Р-^ЕУ Р 

Означивъ отношеше ^ буквою х и сд-блазъ приведетя, по- 

лучимъ: 

_ 8х' — 27а;^ н- 27а?* — 27а:' ч- Ь4х^ — 27 
^ "" 27а; (ж^— 1)^ 

Приравнявъ нулю производную 5 по переменной л:, при- 
демъ къ р^шенш уравнетя восьмой степени: 

8а?* — 67а?' -*- 162а?' — 243а?* н- 54а?' н- 81а?* — 27 = О 
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йзъ ВОСЬМИ корней этого уравнетя шесть мнимыхъ, а изъ 

двухъ вещественныхъ одинъ положительный, другой отрицатель- 

еый, не отв'Ьчаюпцй вопросу, такъ что единственное р*шеше 

выходить о; = 2.099948, и для разстояшя В точки зр4шя 

получается 

В = 2.0999 В (90) 

Пред*ломъ этой проекцш служить уголь 8^, = 118°26'. 

2. Наибольш1й масштабъ Ь на вн1&шнихь проекщяхь вы- 
числяется по формул* (79), которая для картинной плоскости, 
проведенной черезъ центрь шара, обращается въ сл-Ьдующую: 

4В {В' — Е') 

Найдемь разстоянхе точки зр4шя, при которомь наиболь- 
Ш1Й масштабь Ь становится наименьшимь. ЗдЬсь получается: 

В = Е[/3 = 1.7321 В (91) 

Предйдомь этой проекщи служить уголь 6^ = 125°16'. 

3. Наибольппй масштабь р площадей на вн'Ьшнихь проек- 
щяхь вычисляется по формул* (83), которая при упомянутомь 
положенш картинной плоскости обращается вь формулу: 

4В' 

^ - 27В(П' — В'У 

Разстояте 2), при которомь это р д-Ьлается наименьшимь, 

оказывается ,_ 

В = В\/Ь = 2.2361 В (92) 

Пред'Ьломь проекщи служить уголь 6^ = 116°34'. 

15. Проекщ! Фишера. ДармштадтскШ профессорь Геодез1в 
Фигиерь (1818 — 1887) предложиль вн'Ьшн1я перспективный 
проекщи, вь которыхь положеше точки зр'Ьшя А (черт. 25, 
правая сторона) обусловливается тЬмь, чтобы радаусь погра- 
ничнаго круга проекцш 2^^ равнялся выпрямленной дуЛ ^Т 
оть точки касашя картинной плоскости до основан1Я изобра- 
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жаемаго сегмента. Въ зависимости отъ величины сегмента по- 
лучаются различный положешя точки зр'Ьшя, т. е. ц'блый рядъ 
проекцШ, образующихъ, такъ сказать, одно семейство. 

Пусть требуется построить 
точку зр'Ьшя для проекцш сег- 
мента съ вершиною т> 2 и 
основатемъ по малому круг}^ 
шара, проведенному черезъ дан- 
ную точку Т. Отложимъ по ка- 
сательной въ 2 отр'Ьзокъ 2^^ рав- 
ный выпрямленной дуЛ 2Т^ п 
проведемъ черезъ точки ^ и Т 
прямую до перес*чешя съпро- 
долженнымъ радаусомъ 20 въ 
точк* А; эта точка и представитъ 



\ 


и 


1Г 


^г-у 


\ 


Л — 


- -к 


А 

л. 


У 



Черт. 25. 



точку зр'Ьшя ДЛЯ перспективнаго изображен1я даннаго сегмента. 
Положете точки А легко получить и вычислен1емъ. Опу- 
стивъ изъ Т перпендикуляръ ТК на 2С, им'Ьемъ изъ по- 
доб1Я прямоугольныхъ треугольниковъ А2^ и АКТ: 

А1 _ 2Ь 
АК ~ КТ 

ИЛИ, согласно съ прежними обозначен1ями: 



В 



откуда: 



В = 



В С08 Ь к згп 6 
зтЬ — 6 С08 Ь 



В 



(93) 



6 — згпЬ 

Въ зависимости огь величины того шарового сегмента, который 
желаютъ изобразить на плоскости, т. е. въ зависимости отъ угла 6, 
получаются разныя значешя ддя удалешя точки зр^шя; вотъ эти 
значешя для угловъ 8, слЬдующихъ черезъ 15° отъ 0° до 90°: 

6=0° 15° 30° 45° 60° 75° 90° 



^ = 2.000 



1.993 1.972 1.939 1.890 1.828 1.752 
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Предельное значеше для в = 0° вычислено зд*сь по пра- 
виламъ опред1^ен1я истинной величины функщи, представляю- 
щейся подъ видомъ неопределенности. 

Понятно, что при построенш проекцШ Фишера, какъ полярныхъ, 
рад1усы отдЁльныхъ параллелей на карте не равны дугамъ мери- 
даановъ отъ полюса до соответствующихъ параллелей. Такое равен- 
ство существуетъ только для крайнихъ параллелей, служащихъ 
границею проекщи. Чемъ меньше уголъ 6, определяюпцй крайнюю 
параллель, тЬжъ меньше линейныя и угловыя искажешя на проекщи. 

6ъ нижеследующей таблице приведены численный дначен1я 
перспективы Фишера для целаго полушар1Я, т. е. для 6 = 90°, 
вычисленныя по общимъ формуламъ (74)— (77) и (86), при 
/> = 1.752. 



6 


Р 


а 


Ь 


Р 


и> 


0° 


0.000 


1.000 


1.000 


1.000 


0° о' 


15 


0.2б2 


1.013 


1.003 


1.016 


о 3^ 


30 


0.526 


1.051 


1.011 


1.0б2 


2 15 


45 


0-791 


1.119 


1.019 


1.140 


5 22 


60 


Т.058 


1.222 


1.018 


1.244 


Ю 27 


75 


1-322 


1.369 


0.989 


1.^54 


18 31 


90 


1.571 


1.571 


0.897 


1.408 


?1 43 



Не лишнее заметить, что существуетъ известное предель- 
ное значеше угла 0^,, дальше котораго нельзя построить проек- 
щю Фишера, потому что за такимъ пределомъ одне точки нач- 
нутъ закрывать друпя. Предельный уголъ б^ легко получить, 
вообразивъ точку Т въ такомъ удален1И отъ 2^ при которомъ 
прямая ^Т обращается въ касательную къ окружности. Въ этомъ 
случае длина касательной 2И^ равна йв^, и этой же величине 
равна и касательная ^^Т^, такъ что для определешя 6^ полу- 
чается уравнен1е 
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а соответствующее разстояте точки зр*н1я по формул* (93) 
выходить 



В 



К 



1 



К - 1 



В 



Для угла 6^ легко найти посл^довательньши попытками зна- 
чеше в, = 133°34', причемъ В = 1.451 Е, 

16. Провкщи Гажжера. Известный картографъ, профессоръ 
Геодезш и Географхи въ Штутгарт*, Гаммеръ предложилъ 
вн*штя проеквди, на которыхъ шаровые сегменты изображаются 
равновеликими имъ кругами, такъ что въ ц^ломь его проекцш 

сохраняютъ площади, но въ отд*льныхъ 
частяхъ этого нЬтъ, потому что, вообще, 
существоваше равновеликихъ перспек- 
тивныхъ проекщй невозможно. 

Легко показать, что поверхность ша- 
рового сегмента равновелика площади 
круга, котораго радаусъ равенъ хорд*, 
стягивающей вершину сегмента съ лю- 
бою точкою его окружности. Д*йстви- 
тельно, пусть аУ — поверхность шарового сегмента АРЕ 
(черт. 26), а ^2— радаусъ шара. Изъ Геометрш изв*стно, что 

8 = 2т.В.РС 

НО 




Черт. 26. 



РС = 



АР' 
2В 



сл*довательно, называя хорду АР одною буквою р, получимъ 

5 = 1гр^ 

Для построен1я точки зр*тя А^ (черт. 25, л*вая сторона) 
проводятъ хорду ^^/требуемаго сегмента, откладываютъ длину 
этой хорды по касательной 2^и и проводятъ прямую иП до 
перес*чен1я съ продолженнымъ радаусомъ 20. 

Положете точки А^ легко получить и вычислетемъ. Опу- 
стивъ изъ П перпендикуляръ ПК на 2С\ им*емъ изъ по- 
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доб1Я прямоугольныхъ треугольшжовъ А^2и и А1Ж[1: 

А,2 _ 2и 
А,К ~ КГ 

ии, съ прежними обозначен1яни, и припоминая, что хорда 



I) -Ь Д С05 6 Д 5т 6 

отсюда 110С«тЁ подстановокъ 

/1 

С05 о = 2 сог^ - — 1 

5*^ 9 = 2 5Ш - С05 ^ 

получимъ 

I) ( 1 — С08-г| = ЙП -+-(^08^ — 2 С05^ 2) 

Воспользовавшись еще тригонометрическими формулами 

й , . , в 

1 — С05 7^ = 2 5г»^ . 

2 4 

1 Н- С08 7^ = 2 СОб' -7 

2 4 

,6 /. .6 
сое' 



'■2=(2-'-:-') 



посл'Ь простыхъ преобразованШ получимъ окончательно: 

2) = 2г(4со8'-^— 1) (94) 

Вотъ вычисленныя по этой формул'Ь величины В для раз- 
ныхъ угловъ 6, сл-Ьдующихъ черезъ 15°, отъ 0° до 90°: 

6=0° 15° 30° 45° 60° 75° 90° 

д = 3.000 2.983 2.932 2.848 2.732 2.587 2.414 
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Въ нижеследующей таблиц* приведены численныя значешя 
перспективы Гаммера для ц^^аго полушар1я, т. е. для 6 = 90^. 
вычисленный по общимъ формуламъ (74) — (77) и (86), при 
В = 2.414. 



в 


Р 


а 


ь 


Р 


и> 


(р 


о.ооо 


1.000 


1.000 


1.000 


о° 0' 


16 


0.261 


1.010 


0.996 


ьооб 


49 


30 


о. 5 20 


1.041 


0.981 


1.021 


5 25 


46 


0-773 


1.094 


0.949 


1.038 


8 9 


60 


1.015 


1.172 


0.887 


1.040 


15 52 


76 


1.254 


1.277 


0.776 


0.992 


28 14 


90 


1414 


1.414 


о.$86 


0.828 


48 5б 



Разсматриваемая проекщя можетъ быть продолжена до 
6, = 114^28', гд* Ро = 1.554, а = 1.707 и 6 = 0. Такъ какъ 
зд*сь В>2Е^ то для проекщй Гаммера вообще не суще- 
ствуетъ промежуточной наибольшей величины масштаба Ь^ ко- 
торый отъ центра карты непрерывно уменьшается. Наибольшее 
значеше масштаба площадей р равно 1.042 при 6 = 54°8'; 
р снова равенъ единиц* при 6=73°33^ гд4 а = 1.266 и 
6=0.790. 

Проекщй Гаммера можно строить только до изв'Ьстнаго пре- 
д'Ьльнаго значешя }тла в = 8^^; именно, прямая иП обращается 
въ касательную къ окружности, когда треугольникъ 2аи11 ста- 
новится равностороннимъ, и каждый его уголъ равенъ -^ = 60^; 
отсюда предельный уголь в^ = 120°, а соответствующее раз- 
стояте точки зрен1Я В = 2Е\ за этимъ пределомъ одн* точки 
начнутъ закрывать друг1Я. 

Если строить прямыя иЛ для разныхъ значешй угла в, 
то получится ц*лая система пересекающихся прямыхъ, общая 
огибающая которыхъ представляетъ трехрогую гипоциклоиду 
(черт. 27), замечательную крив5Т0, подробно изследованную 
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знаменитымъ германскимъ геометромъ Штейнеромь (1796— 
1863). Въ виду связи ироекщй Гаммера съ этою кривою, не 
лишнее дать зд'Ьсь кратк1й выводъ ея уравнен1я и привести 
наибол'Ёе любопытный ея свойства. 

Означивъ для простоты посл'Ёдующихъ выкладокъ уголъ 6 
черезъ 2а и принимая прямую ^А^ (черт. 25) за ось л;-овъ, 
а прямую ^и за ось у-овъ, получимъ слЪдуюпця выражешя 
для отр*зковъ на осяхъ прямой иТ1: 

а 
2,А^ = 2Д 5гл а . оо1д -^ 

2^и = 212 вш а 



= 1 



такъ что уравнеше прямой гьТ] выходатъ 

а? ^ у 

^ т^ . .я 2 Д 8гп а 

2Е згп а со1д -^ 

или, поел* простыхъ преобразованШ: 

8гп~ . X -^ С08^ . у =^ 2В 8гп а С08 -^ (а) 

Чтобы получить уравнеше огибающей всЬхъ прямыхъ этого 
рода, составляемъ производную по параметру а: 

а а а ос 

С08 -^.х — 8гп ^ , у = 4К С08 а С08 -^ — 2Е 8гп а 8гп ^ (6) 

Изъ двухъ уравненШ («) и {Ь) можно исключить перемен- 
ный параметръ а, и тогда получится уравнен1е огибающей въ 
прямоугольныхъ координатахъ; но уравнеше выходить 4-й сте- 
пени, весьма неудобное для прим^нешй и обнаружен1я свойствъ 
кривой; гораздо проще выразить уравненхе огибающей въ функ- 
вди координатъ х м у отъ параметра а. Для этого умножимъ 
сперва уравнен1е {а) на згп | , уравнеше {Ъ) на со8~^ а за- 
гб!^гь наоборотъ, и сложимъ и вычтемъ результаты. Перенеся 
еще начало координатъ въ центръ круга и остав^ияя то же на- 
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праыеше осей, получимъ: 

х = Е (2 С08 а ч- С08 2 а) 
у =: В {2 згп а — 8гп2 а) 

Совокупность этихъ уравненШ и предстамяетъ частный 
случай такъ называемыхъ румтъ—^щ^ы\ъ^ происходящихъ 
отъ движетя точки окружности круга, катящагося безъ сколь- 
жен1Я но прямой или какой-нибудь кривой. Разбираемый слу- 
чай — трехрогая гипоциклоида— происходить отъ движен1я точки 
окружности круга радхуса В, катящагося безъ скольжен1Я по 
внутренней сторон* неподвижнаго круга радуса ЪЕ. 

Не входя въ подробное изсл*дован1е трехрогой гипоциклоиды, 
имеющей много любопытныхъ особенностей, ограничимся вы- 
водомъ ея длины и площади, выражаюпщхся замечательно просто 
и изящно. 

Дифференщалъ дуги с18 представляется формулою 

Уравнен1Я (с) даютъ: 

Лх = — 2 ^В {згп а -н зт 2а) (Ил 

йу = 2Е (соз а — срз 2а) с?а 

такъ ЧТО поел* простыхъ преобразован1й получается 

За 
€18 = 4Е згп-^ йа 

откуда д 

За 



= -Е^згп^(^\-^)^=^^Езгп' 



^2 

4 
о 



Чтобы получить шестую часть длины всей кривой, надо под- 
ставить сюда а = I ; полная же длина кривой ока^зывается 

8= \&Е 

т. е. длина трехрогой гипоциклоиды равна восьми даметрамъ 
Бписаннаго въ нее круга. 
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Для вычислен1я площади кривой удобнее перейти къпо- 
лярнымъ Боординатамъ р и ср, связаннымъ съ прямо)тольными 
координатами уравнешями: 

р' = л;' -н у" 

'94 = 1 

Подставляя сюдазначешяжиу 
изъ уравненШ (€% получаемъ 

р^ = М^ (о ч- 4.С08 За) =' 
= Е'19 — 88гп'^\ {(Л) 

2 8гп а — вгп 2а 

^ ^ ~ 2со8а -л- С08 2а 

Последнюю формулу можно представить въ вид* 

/' а\ 1 За 

или 

^ = агад(^^(д^^-~ (а) 

Дифференц1алъ площади въ полярныхъ координатахъ пред- 
ставляется формулою 

"2~ 




ар = 



Подставляя сюда значенхя р* и й?<р пзъ (йГ) и (е), по- 



лучаемъ: 



ар = 2Е^ 8гп^ у €1(х 



откуда поел* интегрировашя между пределами Она: 
^ 2 ^, / 3 .За За\ 

Чтобы получить шестую часть всей площади кривой, надо 
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подставить сюда а = -|- ; полная же площадь кривой оказы- 
вается: 

т. е. площадь трехрогой гипоциклоиды равна двумъ площадямъ 
вписаннаго въ нее круга. 

17. Перепектжвы Тиосо. Въ общемъ изсл^^дованш вн1Ьшнихъ 
перспективныхъ проекщй (§ 12) было доказано, что если точка 
зр*н1я лежитъ въ предЬлахъ между В = В л В = 2Е^ то 
масштабъ Ъ въ направленш радаусовъ проекщй, начиная отъ 
единицы въ центр-Ь, сперва увеличивается, достигаетъ некото- 
рой наибольшей величины и загЬмъ уменьшается до нуля, 
делаясь при изв'Ьстномъ 6^ снова равнымъ единиц*; подобнымъ 
же образомъ, если точка зр^тя лежитъ между пределами 
В = В и 1)=ЪВу то масштабъ площадей р тоже, начиная 
отъ единицы въ центр* проекщй, сперва увеличивается, до- 
стигаетъ некоторой наибольшей величины и загЬмъ уже не- 
прерывно уменьшается до нуля, причемъ онъ еще разъ равенъ 
единиц* для углового удалешя 6^. Известный французсий гео- 
метръ Тжсо (1824 — 1897) воспользовался указанными свой- 
ствами масштабовъ 6 и ^ и предложилъ перспективы, на ко- 
торыхъ угловыя разстоян1я 6^ и 6^ служатъ внешними грани- 
цами проекщй. Покажемъ, какимъ образомъ для такихъ проек- 
щй определяются разстояшя точки зр'Ьнхя. 

1. Для перваго рода своихъ проекцШ Тиссо р*шаетъ урав- 

неше (81) по данному углу 9^^ что приводить къ квадратному 

уравненш: 

1)^ — БО — В' — Л'со50, =0 

откуда положительный корень выходить: 

ТУ 

в = ^ (1 ч- 1/5 ч- 4 С08 6,) 

Подобно тому, какъ въ проекщяхъ Фишера и Гаммера, 
величина В иерспективъ Тиссо зависить оть даннаго 6^, т. е. 
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отъ разм-Ьровь изображаемаго сегмента; вотъ значешя В для 
разныхъ 6^^ сл*дующихъ черезъ 15° отъ 6^ = О до 6^ = 90°: 

0,= 0° 15° 30° 45° 60° 75° 90° 



В 
В 



= 2.000 1.989 1.955 1.899 1.823 1.728 1.618 



Въ пред'Ёл'Ь, т. е. для 6^ = О, эта проекщя одинакова съ 
ороекщею Фишера, и вообще он* мало отличаются другъ отъ 
друга; но любопытно, что для 6^ = 90°, разстояше точки зр*- 
шя отъ поверхности шара въ проекщи Тиссо равно сторон* 
вписаннаго правильнаго десятиугольника. Действительно, для 
6^ = 90°, выходить 

1)-Б = у(/5"-1). 

Вотъ численный значешя этой перспективы (б^= 90°), опре- 
деленный по общиАГЬ формуламъ (74) — (77) и (86): 



6 


Р 


а 


Ь 


р 


(!) 


ОР 


0.000 


1.000 


1.000 


1.О0О 


0° о' 


15 


0.2б2 


1.013 


1.005 


1.018 


28 


30 


0.527 


1.054 


1.019 


1.074 


I 57 


45 


0.796 


1.126 


1.038 


1.1б9 


4 39 


60 


1.071 


1.236 


1.056 


1.305 


9 2 


75 


1.347 


1.395 


1.055 


1.471 


15 59 


90 


1.618 


1.618 


1.000 


1.618 


27 19 



2. Для второго рода своихъ проеквдй Тиссо р'Ьшаетъ ура- 
внен1е (85) по данному углу в^, что приводитъ къ уравнешю 
третьей степени 

1В\^ /В\^ В 

(м) ~~\е) — (2-^Зсо5в,)-^ — (1ч-собе,н-со5'е,) = 

которое им4егь вообще только одинъ вещественный и при томъ 
положительный корень. Въ предЬл*, т. е. при % = О, оно 

в. В1П'ховск{й.— К&ртограф1я. 7 
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ийгЬетъ, правда, три вещественныхъ корня: -+-3 и два по — 1, 
но^посл'Ьдте не отв'Ьчаютъ вопросу. Вычисливъ корни для разныхъ 
бд, сл-Ьдующихъ черезъ 15° отъ 6^ = О до 6^ = 90°, ивгЬемъ: 

6,= 0° 15° 30° 45° 60° 75° 90° 



В 



= 3.000 2.974 2.898 2.773 2.603 2.392 2.148 



Легко заметить некоторое сходство этихъ перспективъ съ 
проекщями Гаммера (см. стр. 91). 

Вотъ численныя значен1я перспективы Тиссо второго рода 
для в2=90°5 т. е. для 2> = 2.148 ^г, полученныя по общимъ 
формуламъ (74) — (77) и (86): 



в 


Р 


а 


ь 


Р 


и> 


ОР 


0.000 


1.000 


1.О0О 


1.000 


0° 0' 


16 


0.2б2 


1.011 


0.998 


1.009 


• 43 


30 


0.522 


1.044 


0.991 


1.035 


3 


45 


о.уЗо 


1.103 


0.973 


1.072 


7 10 


60 


1.030 


1.189 


0.931 


1.107 


13 58 


76 


Ь2бз 


1.308 


0.846 


1.10б 


24 48 


90 


1.466 


1.466 


0.642 


1.000 


42 4б 



Эту проекщю можно продолжать до 9о = 117°45', гд4 
р = 1.656 и а = 1.871. Зд'Ьсь нЬтъ наибольшей величины 
масштаба Ь^ потому что 1)>2Е. Наибольшй масштабъ пло- 
щадей I? = 1.114 при 6 = 67° 56'. Масштабъ р вторично ра- 
венъ единиц* при 6^ = 90°, гд* а = 1.466 и й = 0.682. 

18. Проекщя Кларка. Уже Лаиръ и Паранъ определяли 
положеше точки зр*шя вн*шнихъ перспективныхъ проекщб 
услов1ями, чтобы искажеше было возможно меньше, но усло- 
В1Я эти страдали односторонностью, именно: наименьшими дела- 
лись или перемена масштаба въ одномъ направлеши, или пере- 
мена площадей. Известный англ1йск1й геодезистъ Кларкъ по- 
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ставилъ подобное же условхе, но въ самомъ общемъ вид*: 
найти такое положеше точки зр4шя, при которомъ сумма квад- 
ратовъ уклонешй частныхъ масштабовъ по главнымъ напра- 
влетямъ отъ еданицы была бы наименьшею на всемъ протя- 
жеши проекцш. Евадраты уклонешй приняты для того, чтобы 
не им*ть д*ла съ уклонеюями въ ту и другую сторону отъ 
единицы, положеше, столь плодотворное въ способ* напмень- 
шихъ Бвадратовъ. 

Безконечно-малый элементъ поверхности шара въ коорди- 
натахъ чертежа 6-го представляется произведешемъ: 

8гпЬ,€1Ь. е/ф 

и потому аналитическое выраженхе услов1я, поставленнаго Елар- 
комъ для опредЬлешя положешя точки зр'Ьтя внешней пер- 
спективной проекцш, сводится къ нахождешю наименьшаго зна- 
чен1Я двойного интеграла 

е„ 211: 

{(а— ]У -ь(А — 1)']8гпЬ.аЬ.Ц 
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съ пределами О и 27г для угла ф и О и 8^^ для угла 6, т. е. 
интеграла, распространеннаго на всю поверхность шарового 
сегмента, опредЬляемаго даннымъ угломъ 6^^^ отъ его вершины, 
до любой точки основашя. 

Интегрирован1е по переменной ф въ указанныхъ пред'Ьлахъ 
вводить только постоянный множитель 27Г, и потому доста- 
точно найти наименьшее значеше интеграла 

М=^ { (а — \у ч-(Ь— 1У]$гпЬ.4Ь 

Если въ формулу (34) подставить сперва а = 90°, потомъ 
« = О, назвать по-прежнему соотвЬтствугопце масштабы черезъ 
а и Ь я принять еще рад1усъ шара за единицу, то получимъ: 

_ X , _ .^(1 ч-Дсозб) 
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Подставляя эти значешя въ выраженье для Л/ и пропу- 
ская пока знаки пред1Ёловъ, шжЬтъ: 

^ ^ (В -«-сое 8)* 

^ {В ^ сов 6)* ^ (В -^ созЬу 

-+- (X - 2^)^ (^тг^^^ -2^в^ -щ-^г^щ-. - 

/• вгпЬаЬ 
~^^^ В-^созЬ 

Взявъ указанные интегралы (воспользовавшись подстанов- 
кою В -1- созЬ = х) Е собравъ подобные члены, получимъ: 

„ л ^' Ф' — 1)' Ь'В(В' — 1) 

М = — 2 С08^ ■+- о >Т1 а\» 7т1 о\» •" 

3 (В -*- созЬу {В -*- созЬу 

Х»(1>'-ь1) 2Ь{В'—1) 

2) -4- С05 О I) -4- С05 в 

-ь 2 2: (I) -Ы) гп (I) н- совв) 

Подставивъ сюда теперь пред'Ьлы в = 8^ и 6 = 0, соеди- 
нивъ члены съ 2/^ и X и сдйданъ приведетя, получимъ 
окончательно: 

/1 

Ж = 4 8т» -|- -ь ^Х' -4- 2 БХ (а) 

гд* 

. (I)' — 1)' 1) (I)» — 1) ^ 



3{В-+-со8%У (В-^-шЬ^У 
■Р'-н 1 Р» -н 2) -ь 4 

'"1)-»-С08бо 3(1) -4-1) 



(й) 



■В = -п ^ 2) ч- 1 — (I) -ч- 1) Ы т, ^"^ \ (с) 

В-*-С08% ^ ' В-*-С08% ^^ 

такъ что коэффищенты А е В суть функц1и одного В. Чтобы 
найти наименьшую величину М, какъ функщи двухъ пере- 
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м*нныхъ Ъ ж В^ надо решить два уравнешя: 
дМ ^ дМ ^ 





(?Х = " " дв- 


Первое даегь 


2АЬ -+- 2Б = 


откуда 


-=-! 


второе же даетъ 






-•ё--§ = о 


К1И съ подстановкою (^ 




в дА ^дВ . 




А дВ~'^ ОВ-^ 



{Л) 



Это уравнете съ одною неизв-Ьстною 1) позволяетъ въ 
теорш для каждаго даннаго угла 9^ вычислить сперва вели- 
чину Лу загЬмъ по формуламъ (Ь) и (с) коэффивденты А и 
В и, наконецъ, изъ уравнешя (а)^ величину В; одаако прак- 
тически это невозможно, такъ какъ уравнеше (е) оказы- 
вается трансцендентнымъ. Чтобы обойти затруднете, Еларкъ 
подставилъ значеше В изъ (с[) въ основное уравнете (а), 
которое принимаетъ тогда видъ: 

Такъ какъ для даннаго угла 6^ первый членъ второй части 
величина постоянная, то нахождете наименьшаго значен1я М 

сводится къ разысканш наибольшаго значешя дроби ^ ; оно 

опред'Ьляется последовательными попытками и интерполирова- 
шемъ. Для облегчешя вычислешй Бларкъ представляетъ коэф- 
фищенты ^1 и ^? въ другомъ бол^е простомъ вид*. Формулу 
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(Ь) можно представить сл^^дующимъ образомъ: 

1 — совбо ( (2)' — 1)4-0 -ь 1) 



(I) -ь шЬ^) (2) -4- 1) 1 3 (I) н- со8%У (1 — сое в,) 
_ Д (Д' — 1) (Д -»- 1) (Р* н- 1) (Д ч- 1) _ 

(I) -н совбо) (1 — совОо) ~*~ 1 — <^08во 

_ (Д* н- Д н- 4) (7) ч- со^бр) 1 
3(1— совОо) / 

или посд'6 приведетя въ одному знаменателю, расврыпя сео- 
бовъ и раздЬлешя числителя выражешя въ свобвахъ { } безъ 
остатка на 1 — соз^^: 

_ 1 -С08% / (Д — 1)'^ /]_--созЬЛ* _ 

(В ч- со8%) (В -^- I) { г \^-^С08Ь^ 

означивъ еще для краткости 

получимъ: 

Для преобразовашя формулы (с) представимъ ее въ вид* 
5 = (Д -1) 1-11^ - (Д -н и /« ( 1 н-1р^*А) 

такъ что съ т*ми же обозначешями выходить: 

В = ^ — {^-^ 1)1п{рч- I) (А) 

Такимъ образомъ опред*лете положен^ точки зр*шя и 
картинной плоскости, т. е. величинъ 2? и ^/, въ нроекцш 
Еларка для даннаго угла в^, требуетъ сл'Ьдующихъ д-Ьйствй: 
сперва для н1^сколькихъ произвольно избрашшхъ величинъ В 
вычисляютъ вспомогательныя величины р и д т формуламъ 



г 



18. 
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(/), затЬмъ вычисляютъ съ ними коэффищенты А [I В по 
формуламъ (^) и (к)у составляютъ табличку посл'Ьдователь- 
ныхъ значешй дроби ^ и интерполировашемъ находить ту ве- 
личину 2>, при которой эта дробь им-Ьеть наибольшую величину; 
тогда останется только вычислить значете ^ по формул* (йГ). 

Покажемъ примкнете проекщи Кларка къ двумъ частнымъ 
случаямъ, именно: для в^ = 90° и в^ = 113° 30'. Первый 
случай служить для изображенгя полушар1я, а второй для изобра- 
жетя почти двухъ третей всей земной поверхности, причемь, какь 
показаль самь изобретатель, если принять центральною точкою 
Лагерь у Фальмута вь Англш, то на одной карт^ можно поме- 
стить всЬ части св-Ьта за исключетемь только Австралш. 

1) 8^ = 90°. Вь этомь случа* поел* ряда попытокъ на- 
ходимь, что наибольшая величина дроби ^, именно 1.961, по- 
лучается при В = 1.465, чему соотв-Ьтствуеть В = 2.031. 
Съ этими величинами легко вычислить следующую таблицу 
численныхь значетй проекщи: 



в 


Р 


а 


ь 


Р 


0) 


0° 


0.000 


0.824 


0.824 


0.679 


о'' 0' 


15 


0.2X6 


0.836 


0.830 


0.694 


22 


30 


о.4з6 


0.871 


0.848 


0.739 


I 33 


45 


0.661 


0.935 


0.876 


0.8x9 


3 55 


60 


0.893 


1.034 


0.911 


0.942 


7 13 


75 


1.138 


1.178 


0.942 


1.111 


12 45 


90 


1.386 


1.386 


0.946 


1.3X2 


21 45 



Такь какь въ этой проекщи картинная плоскость не ка- 
сается шара, то масштабы а, Ь и р нельзя сравнивать не- 
посредственно сь соответствующими масштабами другихь вн^ш- 
нихь перспективныхь проекщи, но сопоставленхе угловь со, 
какь независящихъ оть положешя картинной плоскости, уб*- 
ждаеть, что проекщя Кларка (для 6^ = 90°) им'Ёеть несо- 
мнЁнное преимущество передъ всЬми ран^Ье разсмотрЪнными. 
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2) 6^ = 113° 30'. ОтдЬльными попытками и интерполиро- 
вашемъ получаемъ^ что наибольшая вемчина дроби -т^ именно 
2.635, оказывается при 2? = 1.367, чему соотйЬтствуетъ 
Ъ = 1.662; съ этими данными численный значетя проекцш 
представляются следующею таблицею: 



в 


Р 


а 


д 


Р 


0) 


0^ 


0.000 


0-702 


0-702 


0.493 


0° 0' 


15 


0.184 


0-712 


0.709 


0.505 


18 


30 


0.372 


0.744 


0.728 


0.542 


I 17 


46 


0.567 


0.801 


0.760 


0.609 


3 3 


60 


0.771 


0.890 


о.8о5 


0.715 


5 5б 


75 


0.987 


1.022 


0.851 


0.870 


то 29 


90 


1.216 


1.216 


0.889 


1.081 


17 50 


105 


1.449 


1.50О 


0.875 


1.311 


ЗО 52 


1137, 


Ь574 


1.716 


о.8о7 


1.384 


42 17 



Если на этой проекщи ограничиться только угловымъ уда- 
летемъ в = 90°, то искажешя выходятъ еще меньше, ч'Ьмъ 
на предыдущей. 

19. Проекщя Лидмана. Чтобы исчерпать вопросъ о пер- 
спективныхъ проекц1Яхъ, разсмотримъ еще проекщю норвежскаго 

ученаго Лидмана^ представляю- 
щую, если можно такъ выразиться, 
ройную перспективу полушар1я. 
Полушар1е ЕРВ (черт. 28) 
проектируется сперва на касатель- 
ный къ нему конусъ В^Су а за- 
т*мъ съ поверхности конуса на пло- 
скость Ж\ Пусть Рпредставляетъ 
северный полюсъ; конусъ можетъ касаться полушар1Я по любой 
параллели, но обыкновенно берутъ здЬсь параллель съ широ- 
тою 45°, такъ что конусъ им'Ьетъ при вершипЬ прямой уголъ. Каж- 
дая точка Т поверхности полушара проектируется изъ центра О 
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радусомъ от на поверхность конуса въ точку ?7, а загЬмъ 
эта точка Л проектируется перпендикуляромъ Ш на плоскость 
экватора или ея продолжеше въ точку ^. Легко сообразить, что 
мерид1аны представляются на проекщи лучеобразно исходящими 
изъ полюса прямыми, пересекающимися подъ углами, равными 
разностямъ долготъ, а параллели— концентрическими окружно- 
стями съ общимъ центромъ въ нолюсЬ. Радхусъ 0^ любой па- 
раллели съ широтою ср> 1^^'ь видно изъ чертежа, выразится 
формулою: р = ОС^.со5ср 

Изъ треугольника ОНО, им'Ьемъ: 

ОУ _ згп ОдЦ 

оя ~ згп оия 

но 00,= Е^^ гд* Е радаусъ полушара въ главномъ мас- 
штаб*, ^ ООЛ = 45° и ^ ^г7(/ = 45°ч- (р = 90°- (45°— ср), 
поэтому р 

017 = -_^^ 



соь (45° — ^) 
р = -В С05 ср 5ес (45° — ср) 

Для опред'6лен1я частныхъ масштабовъ а ж Ь ш паралле- 
лямъ и мерид1анамъ и масштаба площадей ^, ш^^ть\ 

а = -^ гг о = 



такъ что 



Ясо8 ^ с1Х В Л^ 

а = вес (45° — ф) 

* = ^5^^445°-?) 



Наибольшее искажете )тловъ по последней изъ формулъ 
(10*) выразится такъ: 

{д (45° ^^^ = {/2 1/со5(45°— ср) 
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Вотъ таблица числовыхъ данныхъ этой проекцш при Е=1: 



9 


? 


а 


ь 


Р 


0) 


90° • 


0.000 


1.414 


1.414 


2.000 


0*^ 0' 


75 


0.299 


1.155 


0.943 


1.089 


II Зб 


60 


0.518 


1.035 


0.758 


0.785 


17 48 


46 


0.707 


1.00О 


0.707 


0.707 


19 45 


80 


0.897 


1.035 


0.758 


0.785 


17 48 


15 


1.115 


1.155 


0.943 


1.089 


II Зб 





1.414 


1.414 


1.414 


2.000 






йзъ этой табмцы видно^ что на полюс]^ и вдоль экватора 
указательница представляется кругомъ, а во вс*хъ прочихъ 
точкахъ эллипсомъ, большая ось котораго направлена по па- 
раллели. Масштабы а и й, одинаковые на полюсЬ, уменьша- 
ются до параллели 45°, гд* они им'Ьютъ наименьшую ве^ш- 
чину, и затЬмъ увеличиваются до экватора, д-Ьлаясь снова 
одинаковыми; при этомъ масштабъ а на параллели 45° дости- 
гаетъ только единицы, а масштабъ Ь делается значительно 
меньше, такъ что онъ равенъ единиц^^ не на одной, а на рухъ 
параллеляхъ, широты которыхъ легко вычислить по формул^^: 

860 (45° —^) = у^2 

откуда (р, = 77°46' и ср8 = 12°14'. 

Подобнымъ же образомъ масштабъ площадей, равный у по- 
люса и на экватор* двумъ, уменьшается къ параллели 45°, 
гд* онъ меньше единицы, и следовательно существуютъ дв* 
параллели, гд* р равенъ какъ разъ единиц*. Широты этихъ 
параллелей определяются уравнешемъ: 

вес (45° — ^) = р2 

имеющимъ два корня ср^ = 72°1' и 92=17°59'. 



ш. 

Зенитальныя проекщи. 

80. Общая теор1я. Для построешя зенитальныхъ проекщй 
воображаютъ плоскость, касательную къ шару въ произвольно 
избранной точЕ*; на эту плоскость переносить шаровую по- 
верхность съ такимъ разсчетомъ, чтобы точки, лежапця на шар* 
въ равныхъ разстояшяхъ отъ точки касашя (на одномъ альму- 
кантарат^^), расположились на проекщи по окружности, шЫ- 
щей центромъ точку касашя. Чаще всего пользуются зениталь- 
ными проекщями, относящимися къ роду полярныхъ, когда пло- 
скость касается Земли въ одномъ изъ полюсовъ; въ этомъ случа* 
меридааны изображаются прямыми, лучеобразно расходящимися 
пзъ полюса ц перес']&кающимися подъ углами, равными разно- 
стямъ ихъ долготъ, а параллели — системою концентрическихъ 
круговъ, радаусы которыхъ суть функцш широты и строятся 
или вычисляются различно, въ зависимости отъ поставленнаго 
услов1Я проекщи. Если за точку касашя берется не полюсъ, 
а произвольная точка, то прямьши и концентрическими кругами 
изображаются вертикальный с']&чешя и альмукантараты точки ка- 
сан1я: мерид1аныже и параллели представляются, вообще, некото- 
рыми трансцендентными кривыми, который строятся по точкамъ, 
вычисляемымъ по формуламъ Сферической Тригонометрш *). 



*) Такъ какъ родъ изображешя въ перспективныхъ проекцхяхъ не 
зависить отъ удалешя картинной плоскости, и во многихъ изъ нихъ она 
принимается именно касательною къ шару, то вс]^ перспективныя проек- 
щи представляютъ лишь частный случай зенитальныхъ; въ нихъ законъ 
возрастан1я рад1усовъ концентрическихъ круговъ опред-Ьняется удале- 
шемъ точки зр'Ьшя, а не какими-нибудь другими соображен1ями. Однако 
этотъ частный случай заключаетъ въ себ-Ь столько особенностей, прису- 
щихъ только перспективнымъ проекц1ямъ, что онъ выд-Ьляется, обыкно- 
венно, въ особый классъ проекщи (см. главу П). 
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Для облегчешя построешй и вычислешй Землю принимаютъ 
за шаръ съ радаусомъ 

гд* а — большая полуось земного сфероида, а ^— его эксцен- 
триситетъ. Если требуется построить зенитальную проеквдю 
для небольшой части земной поверхности, то ее тоже прини- 
маютъ за часть поверхности шара, но радаусъ его вычисляютъ, 
какъ сререе геометрическое изъ рад1усовъ кривизны главныхъ 
нормальныхъ сЬчешй въ точк* касаюя; эти радаусы для точки 
сфероида съ широтою ср суть 

а (1 — б') а 



поэтому 



1 — е^ 8гп^ <р 

Разсмотримъ величину частнаго масштаба въ зенитальныхъ 
проекщяхъ. Если назвать безконечно-малый элементъ дуги на 
проеквди черезъ й?5, а соотвЬтствуюпцй ему элементъ на шар* 
черезъ й?о, то съ обозначешями § 8 им-Ьемъ 

Ла^ = (В аьу н- (Б вгл е 4)' 
Такъ какъ подъ масштабомъ с разум'Ьютъ отношеше (18 : й?а, то 

Если а азимутъ направлен1я </о на шар*, то 
1д а = 8гп б ^1- 



с' = 
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и потому поел* простыхъ преобразовашй получимъ: 



Для каждой данной зенитальной проекщи зависимость р 
отъ й известна, следовательно по этой формул* нетрудно вы- 
числить частный масштабъ въ любой точк*^ заданной на шар1> 
угловымъ удалетемъ 6 отъ точки касаюя, и въ любомъ на- 
правлети, опред'Ьляемомъ азимутомъ а. Въ формулу (95) уголъ 
ф не входить, что совершенно естественно, потому что иска- 
жеше во всЬхъ точкахъ одного альмукантарата одинаково. 

Легко узнать^ въ какихъ направлешяхъ искажеше мас- 
штаба наибольшее и наименьшее. Для этого приравняемъ нулю 
первую производную выражешя с^ по переменной а: 






2) 

8гп 2а 



Отсюда ясно, что наибольшШ и наименьшШ масштабы ле- 
жать всегда въ направлешяхъ а = О и а= 90° (когда згп 2а =0), 
т. е. вдоль рад1усовъ проекщи и по альмукантаратамъ. Чтобы 
узнать, въ какомъ именно направлеши будетъ наибольш1й и 
въ какомъ наименьш1й масштабы, возьмемъ вторую производ- 
ную отъ с^ по переменной а; опуская постоянные мнокители, 
получаемъ: 

Знакъ второй части этого выражетя зависить какъ отъ 
величины угла а, такъ и отъ знака множителя въ скобкахъ { }. 
Здесь можно различать три случая: 

1. Пусть 

иди 

Р згп О 
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и поел* интегрировашя об-Ьихъ частей неравенства 

6 
2 



р<С.1д1 (6) 



гд* с — произвольная постоянная. 

Для каждой зенитальной проекщи величина р есть функщя 
углового удалешя 6; если эта функщя удовлетворяетъ нера- 
венству (Ь\ то множитель въ скобкахъ { } выражен1я (а) ве- 
личина положительная, и вторая производная будетъ положи- 
тельною при а = 0° и отрицательною при а = 90°, т. е. въ 
разсматриваемомъ случа']^ масштабъ по радгусамъ проекщи наи- 
меньшШ, а по перпендикулярнымъ къ нимъ направлешямъ паи- 

бОЛЬШ1Й. 

2. Пусть , ^ , 

[зтЬ! ^[йЬ) 
т. е. ^ 

Р>ад^ 

Въ этомъ случа* масштабъ по рад1усамъ проекщи наи- 
большие а по перпендикулярнымъ къ нимъ направлен1ямъ наи- 
меньппй. 

3. Пусть, наконецъ, множитель въ скобкахъ { } выраже- 
гоя (а) равенъ нулю, такъ что существуетъ равенство 

в 
Р=С.1д^ (с) 

Въ этомъ посл'Ьднемъ случа*, какъ легко видеть и изъ 
формулы (95), масштабъ вовсе не зависитъ отъ азимута и 
остается по вс*мъ направлешямъ изъ одной точки постояннымъ: 
самая проекц1я оказывается равноугольною. Сравнеше формулъ 
(с) и (47), различающихся лишь постоянными, показываетъ, что 
разсматриваемый случай зенитальныхъ проекщи представляетъ 
проекцш стереографичесюя, которыя какъ и вс* перспективный 
проекщи суть только частные случаи зенитальныхъ. 
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Перейдемъ теперь къ изсл']^довашю исБажешя угловъ. Для 
угла на шар* существуетъ формула 

Для соотв'Ьтствующаго угла на проеквди илгЬемъ 

тавъ что, поел* разд'Ьлешя одного выражешя на другое, по- 
л)^аемъ следующую связь между угломъ на проеЕщи и соот- 
вЬтствующимъ ему угломъ на шар*: 

Прежде всего видимъ, что искажеше угла, какъ и иска- 
жете длины, не завысить отъ величины ф, т. е. оно одина- 
ково для всЬхъ точекъ одного альмукантарата. Ясно еще, что 
при а = О и ос = 90°, ^4. = а, т. е. направлеюя по радхусамъ 
и по перпендикулярамъ къ нимъ не изменяются, что, конечно, 
и должно быть, такъ какъ радгальныя прямыя на проекцш везд* 
перпендикулярны къ альмукантаратамъ. 

Для большей наглядности приведемъ еще формулу, по ко- 
торой легко вычислить разность А— а, т. е. величину искажешя 
)тла; составивъ тангенсъ разности А — а и означая для краткости 

А = -^ (97) 

Если приравнять нулю производную второй части этого вы- 
ражешя и назвать соотв'Ётствующее направлеше черезъ «о, то 
выходить: 



1/Л 



гда, = ±-^_ (99) 
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откуда видао, что наибольшее искажеше происходить въ двухъ 
направлешяхъ, симметрично расположенныхъ относительно ра- 
Д1уса проекцш. Для вычислешя величины наибольшаго иска- 
жешя вставимъ значеше ^д а^ во вторую часть формулы (98), 
отчего получимъ: 

Ь 1 

Наибольш1Й 1д {А — а) = —= (100) 

При разбор* отд^льныхъ зенитальныхъ проекщй показано 
примкнете выведенныхъ зд*сь формулъ; зд*сь же зам*тимъ, 
что А = (1 при ^=1, т. е. когда 

9=С.Ьд\ 

следовательно, искажетя угловъ не существуетъ только на 
стереографическихъ проекщяхъ,— заключете, къ которому при- 
вело и изсл'Ёдоваше искажены масштаба. 

21. Построеше по точкамъ. Если зенитальная проекщя 
строится въ весьма крупномъ масштаб*, то проведете круговъ 
съ очень большими радаусами затруднительно, и выгоднее 
строить ее по точкамъ. Принявъ за начало прямоугольныхъ 
координатъ центръ проекщй, т. е. точку касан1я, и направивъ 
ось х-ть вдоль линш, гд* уголъ ф = О, получаемъ для абсциссы 
и ординаты весьма простыя формулы: 

- = р.ш^ (101) 

гд* р=/ (6), а сама функщ / известна для каждой дан- 
ной зенитальной проекщй. 

Въ частномъ случа*, если зенитальная проекпдяпринадлежитъ 
къ полярнымъ, т. е. плоскость проекщй касается Земли въ полюс*, 
то уголъ ф равенъ географической долгот* X и следовательно: 

X =^ р .С08\ 

у =^ р ,8гпХ 
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Кром* того, въ этомъ случа* уголъ в = 90°— ср, гд* 9— гео- 
графическая широта точки. 

Если точка касашя плоскости не совпадаетъ съ полюсомъ 
Земли, то меридханы и параллели на зенитальныхъ проекщяхъ 
изображаются разными трансцендентными кривыми, и построеше 
сЬтки по точкамъ становится неизб^Ьжнымъ. Формулы (101) 
и зд*сь служатъ для вычислен1я прямоугольныхъ координатъ, 
но зависимость угловъ в и ф отъ 
широты и долготы точки гораздо 
сложн1&е. 

Пусть плоскость проекщи ка- 
сается Земли въ той точк* эква- 
тора, отъ которой ведется счетъ 
долготъ. Кругь ЩР^Е (черт. 29) 
представляетъ полушар1е, изобра- 
женное въ ортографической проек- 
щи; С— точка касашя, а 7^— про- 
извольная точка съ широтою ср и 
долготою X. Соединивъ точку Т 
съ полюсомъ Р и точкою с дугами большихъ круговъ 
ТР и ТС^ получимъ сферически треугольникъ РТС\ изъ 
этого треугольника нетрудно получить сл'Ьдующую зависи- 
мость угловъ в и ф отъ географическихъ координатъ ^ и X 
точки Т: 




Черт. 29. 



С08 е = С08 ср . СОВ X 



(102) 



Положимъ теперь, что плоскость проекщи касается Земли 
въ произвольной точк* С (черт. 30), заданной широтою ср^; 
долготу этой точки примемъ за 0°. Соединивъ точку Т 
(съ географическими координатами <р и Х) дугами большихъ 
круговъ ТР и ТС съ полюсомъ Р и точкою (7, полу- 
чимъ сферически треугольникъ РТС] изъ этого треугольника 

в. Вштковск!!.— К4ртограф1я. 8 
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ИАС^^емъ: 



созЬ = згп ср^, . вгм 9 



С08 9о <^08 <р СОВ X 



^ _ СОЗ < Ро <^ у — 8гп Уо С08 л 
5ШХ 



(103) 




Черт. 30. 



Такимъ образомъ, если требуется построить зенитальн5Т0 
проекщю по точкамъ, то сперва для всЬхъ точекъ пересЬчешя 

мерид1ановъ и параллелей, сл'Ёд^ю- 
щихъ черезъ определенное число 
градусовъ, вычисляютъ углы 6 и ф 
по формуламъ (102) или (ЮЗ), 
затЬмъ по данной функцш р =/(6) 
вычисляютъ разстоян1я р всЬхъ то- 
чекъ отъ центра проекцш и, на- 
конецъ, по формуламъ (101) опре- 
д1^ютъ прямоугольныя координаты 
X Ег/. Постропвъ отд'бльныя точки 
по этимъ координатамъ, проводить 
черезъ нихъ непрерывный кривыя отъ руки или помощью лекала; 
эти кривыя и представить на проекцш меридганы и параллели. 

22. Проекщя Пестеля. Прост^Ёшая зенитальная проекщя 
предложена парижскимъ профессоромъ математики Достелеш 
(1510—1581). На ней радаусы р равны выпрямленнымъ ду- 
гамъ на шар*; если точкою касан1я служитъ полюсь, то ра- 
Д1усь каждой параллели равенъ дуг* меридхана отъ полюса до 
соответствующей параллели и вычисляется по формул* 

р = Д . е (104) 

гд* в — радусь шара, уменьшенный вь требуемомь главномъ 
масштаб*, а уголъ Ь = ^ — % причемь географическая ши- 
рота (р должна быть выражена вь частяхь радхуса. 

Если довести построенхе до экватора, то его радхусъ на 
проекцш равенъ | ^й, а площадь выйдеть равною ^ ^К', т. е. 
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почти на четверть больше поверхности полушара, такъ что 
проекщя Постеля не принадлежптъ къ равновеликимъ. Пока- 
жемъ, что она и не равноугольна. 

Общее выражеше (95) для частнаго масштаба съ подста- 
новкою (104) обращается въ следующее: 



= ]/сов^ а -ь (^)' 



згп^ а 



Такимъ образомъ, масштабъ зависитъ какъ отъ широты 
<р=90°— 9, такъ и отъ азимута а, Въ центр* проекщи, гд* 
6=0, частный масштабъ одинаковъ по всЬмъ направлен1ямъ 
и равенъ главному; съ увеличешемъ О онъ вообще возрастаетъ. 
При азимутЬ ос = О масштабъ становится наименьшимъ; называя 
его черезъ 6^ им*емъ 

Ь = 1 (105) 

что и должно быть, потому что меридханы на проекщи с}"гь 
выпрямленныя дуги меридхановъ на шар*. При а = 90° мас- 
штабъ им-Ьегь наибольшую величину (а): 

такъ что онъ вообще больше единицы. На экватор*, гд* ср = О, 

а = I = 1.571, т. е. бол'Ье ч-Ьмъ въ полтора раза больше главнаго. 

Что касается искажен1я азимутовъ, то для проекщи Постеля 

згпЬ • 
И потому по формуламъ (96)— (100) выходить: 

6 

1д Л = . г, (д а 
^ зт 6 ^ 

1д (А — а) = -г— ^ ^ , а 

т / вш 6 
*^ «о = [/ — ц- 
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Наибольшхй 1д {А — а) = 



в — 5Ш в 



2 УЬ . згп 6 

Изъ этихъ формулъ видно, что искажеше азимутовъ растетъ 

съ увеличен1емъ разстоятя отъ центра проекщи. Въ самомъ 

центр*, гд* 6 = 0, искажешя н-бть; на краяхъ же проекц1ж, въ 

случа-Ь изображен1Я ц*лаго полушар1я, т. е. при 6 = ^ , выходить: 

Наибольшая разность А — а = ] 2°50' 

и эта наибольшая разность является при азимугЬ а^^ = 38°35'. 

Итакъ на разсматриваемой про- 
екщи вблизи точки касан1я (по- 
люса) всЬ очерташя м^стныхъ пред- 
метовъ сохраняются безъ изм'Ьненхя; 
съ удалетемъ же отъ нея все бо- 
л'Ье и бол4е растягиваются по аль- 
мукантаратамъ (параллелямъ). На 
чертеж* 31 изображено ц*лое по- 
лушар1е съ мерид1анами и парал- 
лелями, проведенными черезъ 15°, 
а въ нижеследующей таблиц* при- 
проекцш Постели, найденныя по 




Черт. 31. 



ведены чпсловыя значенхя 

формуламъ (104), (105), (24) и (10). 



6 
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Всл'Ьдствхе простоты построеюя проекц1я Постеля приме- 
няется весьма часто, особенно для изображешя околополяр- 
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ныхъ странъ. Ею пользуются и для зв'Ьздныхъ картъ, причемъ 
чертятъ, конечно, съ обратной стороны шаровой поверхности, 
т. е. такъ, какъ небо представляется намъ на самомъ Д'Ьл'Ё; это 
зам^чаше относится, впрочемъ, ко всЬмъ зв'Ьзднымъ картамъ. 
Въ заключеше приведемъ еще формулы для построен1Я проек- 
щи Постеля по точкамъ въ случае изображешя восточнаго или 
западнаго полушархя, Изъ уравнешй (102) легко получить: 

. , 8гп ф , С08 ф згп X 

8гп Ф = -^ соз Ф = . ^ 

V 1 — С08^ ф С08^ л к 1 — С08^ 9 С08^ X 

6 = агс соз {соз ср соз X) 

Поэтому, на основаши формулъ (101) и (104); им-Ьемг 
окончательно: 

соз 9 згп X 



X = Е . агс соз (соз ср соз X) 



згп ф 
у = В . агс соз {соз ф соз X) ~ 



VI — соз'^^ соз^Х 

(106) 



V 1 — соз^ ф соз^ X 

23. Проекщя Ланберта. Знаменитый геометръ Ламбертъ 
(1728—1777), очень много занимавгахйся теорхею картографи- 
ческихъ проекцШ, въ числ'Ь н4сколькихъ другихъ предложилъ 
равновеликую зенитальную проекцт. Въ такой проекцш 
рад1усъ каждаго альмукантарата долженъ удовлетворять усло- 
вш, чтобы площадь его была равна поверхности соотв'Ьтствую- 
щаго сферическаго сегмента. Аналитическое выражеше этого 
услов1я представляется формулою: 

тгр' = 2тс Д ( Д — -В соз 8) = 47сД' згп'' -^ 

откуда е 

^ р = 2Д згп I (107) 

На чертеж* 26 было уже объяснено геометрическое зна- 
чете этой формулы: радаусъ р равенъ хорд*, стягивающей лю- 
бую точку окружности основан1Я сегмента съ его вершиною. 
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Общее выражен1е (95) для частнаго масштаба съ подста- 
новкою (107) обращается въ следующее: 



/а а 

Въ центр* проекщи, гд'Ь 6 = 0, частный масштабъ одина- 
ковъ по всЬмъ направлешямъ и равенъ главному; при в = 90"^ 
получается: 

с = 1/ ^ С08^ а -н 2 згп^ а 

При азимугЬ а = О масштабъ им-Ьегь наименьшую величину, 
именно, по формул* (108): 

Ъ = со8^ (109) 

а при а = 90° наибольшею: 

а=8ес^ (109*) 

Обратимся къ искаженш азимутовъ. Для проекщи Ламберта 

к = зег ^ 
и потому формулы (96) и (98) даютъ: 

(д А = зес^ ^^9^ 



1д {А — а) = 






Простота первой изъ этихъ формулъ позволяетъ удобно 
строить уголъ А по данному а. Построимъ прямоугольный тре- 
угольникъ СРО (черт. 32) съ угломъ РСО = а] затЬмъ, 
при вершин* прямого угла О построимъ еще уголъ РОЦ^^- 
Если отложить ^0=Р0^ изъ точки § опустить перпендику- 
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ляръ ^К на продолжете ОР^ отложить 08= ОВ^ изъ точки дУ 
опустить на ту же прямую другой перпендикуляръ 8Т 1^ 
соединить Т съ С^ то уголь ТСО = А. 
Действительно, изъ чертежа им^емъ: 

РО=СО.{да РО = ^0 = ЕО.со8^ 

В0 = 80 = Т0.С08^ 
Следовательно: 



но 



СО.(да= ТО.соз'^ 
Т0 = СОЛдА 



и потому 



о 




^д л = зес^ -^ .Ьд а 



Черт. 32. 



Наибольшее искажеше азимута оказывается въ направле- 
ши, опред*ляемомъ формулою (99), именно при 



^9^0 = 



С08 



(НО) 



И самое искажеше выходить по формул* (100): 

Наибольппй 1д {А — а) =^ -^ 81п-^1д -^ 

Изь этихь формуль видно, что искажеше азимута рас- 
тетъ сь увеличешемь разстояюя оть центра проекщи. Вь 
самомь центр*, гд* 6 = 0, искажешя н-бть; на краяхь же 
проекщи, вь случа* изображешя цЬлаго полушар1Я, т. е. 
при 6 = 90°, выходить: 

Наибольшая разность А — а = 19^28' 

и эта величина искажешя является при азимут* «0 = 3 5°1 6'. 
Для наибольшаго искажешя угловъ по формуламъ (10), 
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(27) и (30) получаемъ сл^дуюпця простыл выражетя: 




1 — соз'^ -н- 



1 



С08' 



2 



(1) 






Черт. 33. 



Выведенныя формулы прим']^нимы 
БО всякой равновеликой зенитальной 
проекцш. Въ частномъ случа-Ь, когда плоскость касается Земли 
въ одномъ изъ полюсовъ^ в&^ элементы проекщи можно выразить 
прямо въ функщи широта; для этого случая 8 = 90° — 9, и 
потому получаемъ: , ^ 

р = 2Е згп (45° — -|-) 



а = вес (45° — -|-] 

Ъ = С08 (45° — 1"] 



(111) 



Масштабъ площадей ^!? = 1, что и должно быть, такъ какъ 
проекщя сохраняетъ равенство площадей. 

На черт. 33 изображено полушархе въ проекщи Ламберта 
съ меридганами и параллелями^ проведенными черезъ 15"^ по 
Д0ЛГ01* и широтЬ, а въ нижеследующей таблиц* приведены 
числовыя значен1я этой проекщи. 
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24. Изоперкнетркчеекая крквая. Если подставить изъ фор- 
мулы (110) значевае а^, соответствующее наибольшему искаже- 
шю азимута, въ выражеше (108) для масштаба, то получится 
с = 1. Такимъ образомъ проекцтя Ламберта обладаетъ любопыт- 
нымъ свойствомъ: въ направлеши наибольшаго искажен1я азимута 
разстоявая на проекцш сохраняютъ свою длину на шар*. Такъ 
какъ въ каждой точк'6 существуетъ два направлешя съ наиболь- 
шимъ искажешемъ азимута, и оба направлен1Я расположены сим- 
метрично относительно меридхана, то черезъ каждую точку на 
проекцш проходить дв*]^ симметричный кривыя, сохраняюпця свою 
истинную длину. Эти кривыя называются иаопериметрическими. 
Начинаясь отъ какой-нибудь точки съ азимутами а^ на шар'Ё и А^ 
на проекщи, оЫ кривыя им'бютъ равный длины на всемъ своемъ 
протяжеши. Въ следующей таблиц* приведены соотв*тствуюпце 
азимуты на шар* и на проекцш, вычисленные для разныхъ 
угловыхъ разстояшй в черезъ 15°, по форму ламъ: 



*9 «о = С08 2" 



6 



{д А^ = 8ес-^ 



причемъ, очевидно, всегда «^ 



А, = Ж. 
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б9 4 
75 29 
82 34 
90 о 



о" о' 
о 30 

2 О 

4 32 

8 12 

13 8 

19 28 
27 20 

Зб 52 
48 8 
6о 58 

75 8 
90 о 
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На чертеж* 34 изображена въ проеквди Ламберта вся земная 
поверхность; точка Р — сЁверный полюсъ, кругъ ЕЕ^ — шш- 
торъ, а окружность, проходящая черезъ точку Р,, — южный по- 
люсъ. Зд'Ьсь же показаны и изопериметричесия кривыя Р^ЕВСР 
и Р^Е^СР. Какъ видно изъ чертежа и изъ предыдущей таб- 
лицы, изопериметрическая кривая Р^ЕРС, выходя изъ южнаго 
полюса подъ азимутомъ 90°, постепенно уклоняется къ северу, 
пересЬкая меридааны подъ непрерывно уменьшающимися углами, 
и стремится къ северному полюсу, никогда, однако, его не до- 
стигая, потому что азимутъ кривой не делается меньше 45°. 
Въ южномъ полюс* кривая касается вн*шняго круга проек- 

щи и переходить непосред- 
ственно въ симметричную 
ей в*твь Р^Е^С, Соотв4т- 
ствуюпця кривыя на шар* 
выходятъ изъ южнаго по- 
люса по направлешю мери- 
даана (а^^=0°), но загЬмъ 
постепенно уклоняются отъ 
него къ востоку и западу; 
об* в*тви тоже стремятся 
^®Р^- ^^' къ с*верному полюсу, но 

тоже не могутъ его достигнуть, образуя около него безконечное 
множество оборотовъ съ пред*льными азимутами 45°. 

Чтобы ближе изсл*довать изопериметрическую кривую, соста- 
вимъ ея уравнеше въ полярныхъ координатахъ риф, принявъ за 
полюсъ точку Р, и за начало счета угловъ ф— направленге РР^. 
Изъ двухъ выражетй для азимута А^ 




1д А^ =■ вес 



8 



и 1дА^ = — 



9'Ц 
ар 



им*емъ: 



аф = — -^ вес ^ 
Р 2 
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подставляя сюда изъ формулы (107): 

р = 2Е згп -^ и ар = Е соз ^ ^Й 
получимъ: ^_ 

#= ё 

2 згп ^ 
и П0СЛ1& интегрировашя: 

ф = — /^ <^ ~ -н С 

гд* (7 — произвольная постоянная. Дляточки Р,, гд1Ьв = 180'' 
и ф = 0, им'Ьемъ: 

О = — г» «^ 45° -ь С 

такъ что 67 = 0, и предыдущее уравнеше даетъ 

е* = сад I (112) 



гд* е — основан1е натуральныхъ логаривмовъ. 

Чтобы перейти отъ угла 6 къ радхусу вектору р, им'Ьемъ 
изъ выражен1я (107): 

О = 2М згп ^г = 4 Д згп -- со8 - = к 

2 4 4 

Подставляя сюда вместо Ы^ ^ его значеше изъ (112), по- 
лучаемъ следующее уравнеше изопериметрической кривой въ 
полярныхъ координатахъ: 

Если решить это уравнеше относительно неизв-Ьстнаго ф, 
то получится: 



^^,^ 2Д^,/4Д-- ^ ,Ш) 
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По формуламъ (113) и (114) легко вычислять р для каж- 
даго даннаго угла ф и обратно по данному р уголъ ф. Для 
пояснешя вычислимъ уголъ ф для р = Л |/2 и для р = 72, т. е. 
для точекъ И т Лу гд4 изопериметрическая кривая пересЁ- 
каетъ экваторъ и параллель съ широтою (^ = 30°. 

При р = Д ^/2 . . . ф = /л (»/2 ±1) = гь 50^30' 

» р = В . . . ф = Ы (2 нь |/ 3) = н:: 75°27' 

Для ТОЧКИ Су гд* изопериметрическая кривая пересЁкаетъ 
меридаанъ, противоположный мерид1ану РР^, им*емъ по фор- 
муламъ (113) и (112), полагая въ нихъ ф = 71: 

р = 0.173 Б и е = 9°54' 

Выше было уже упомянуто, что по м^р* приближешя къ 
северному полюсу (вообще къ центру проекщи), азимутъ изо- 
периметрической кривой стремится къ постоянной величин* 45°; 
уже въ точк-Ь С онъ равенъ 45°7', а дал-Ье кривая образу етъ 
безчисленное множество оборотовъ и очень похожа на лога- 
риемическую спираль. Изобразить эти обороты можно только 
въ крупномъ масштаб*, и потому на чертеж* 34 ихъ н'Ьтъ, 
но видъ кривой у полюса легко выяснить аналитически. Дей- 
ствительно, при маломъ 6 формулы (107) и (112) обращаются въ 



откуда 



р = Л.в и в-*=-^ 
р = 4Де-"* 



что, какъ известно, представляетъ въ полярныхъ координатахъ 
уравнеше логариемической спирали, пересекающей радаусы век- 
торы подъ постояннымъ угломъ въ 45°. 

Въ заключен1е выведемъ еще любопытный выражешя для 
площади изопериметрической кривой. Дифференщалъ площади 
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въ полярныхъ координатахъ представляется формулою: 
и при помощи уравнен1Я (113) им'Ьемъ: 

ар - 4Д ^^-щ, 

откуда поел* интегрирован1Я между пределами О и ф: 

е2ф— 1 
Р = 2«' щ-^1 (116) 

Прим'Ьнимъ эту формулу кън'Ьскольимъ частнымъ случаямъ: 

1) При ф = /?г (|/2ч-1) или ^2*=Зч-2 /2 

Площадь Р.ЕРР, = 1/2 Д' 

2) При ф = //г (2-^1/3) или^2ф = 7-ь41/3 

Площадь Р.ЕВРР, = >/3 Е" 

3) При ф = л или ^27г= 535.5 

Площадь Р.ЕВСРР, = 1.993 Л' 

При ф = сх), т. е. площадь кривой до самаго полюса, счи- 
тая и участки, закрываюпце другь друга, 

Р = 2В' 

полная же площадь кривой Р^ЕВСЕ^Р^, считая и участки 
близъ полюса, покрываюпце одинъ другой, равна 4^й^, т. е. 
площади квадрата, построеннаго на дааметр* шара, служащаго 
для проекщи. 

25. Проекщя Лорнья. Если за центръ проекщи, т. е. за 
точку касан1Я плоскости, принять не полюсъ, а любую точку 
земной поверхности, то можно получить друпе виды равнове- 
ликихъ зенитальныхъ проекцШ. Посл-Ь полярной чаще. всего 
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применяется экватор1алънаЯ; для которой за центръ проекцш 
берется произвольная точка экватора. Такая проекщя была пред- 
ложена тоже Ламбертомъ^ но чаще называется проекщею Лорнья 
(1730—1796) по. имени директора Военнаго Училища въ Ве- 
рен*, разработавшаго ея подробности. 

Для построен1я проекцш по точкамъ прежде всего по фор- 
муламъ- (102) вычисляютъ углы и ф для всЁхъ точекъ пере- 
с^чешя мерид1ановъ и параллелей, заданныхъ географическими 
координатами ср и X. Въ нижесл1&дующей таблих^б даны резуль- 
таты такого вычислеюя для отд'Ьльныхъ точекъ черезъ 15"" 
по широгЬ и долгогЬ. 



X 


ОР 


15° 


30° 


45° 1 


60° 1 


75° 1 


90° 1 


? 


е 


[± 


6 


* 


е 


1.П 


е 


__^__ 


6 


_.г_ 


е 


9о°о' 
75 29 
6051 
4б 
30 52 

15 50 
о о 


6 

90° 

90 

90 

90 

90 

90 

90 


X 

9о° 

75 
6о 

45 
30 

15 
о 


90° 
75 
60 
45 
30 
15 



90^ 

75 

6о 

45 
ЗО 

о 


90° 
90 
90 
9о 
90 
90 
90 


90° 0' 

7531 
б1 7 
4б55 
33 14 
21 6 
15 


90° о' 

86 2 

81 30 
75 29 
65 51 
4б 
о 


90° 0' 

77 3 

64 20 
52 14 
4125 

33 4 
30 


90°6' 

82 22 

74 54 
6326 
49 6 

28 II 



90° 0' 
79 27 
б9 18 
6о 

52 14 

4б55 
45 


90° 0' 
79x6 
67 48 
54 44 
39 4 
2045 




90° 0' 

82 34 

7531 
69x8 

64 20 
б1 7 
6о 


90° о' 
7б5б 
6з2б 
49 6 
33 41 

17 12 
О 


90°о' 
86x0 
82 34 
79 27 
77 3 
75 31 
75 о 



ЗагЬмъ самое построеше заключается въ томъ, что изъ 
центра карты проводяп» прямыя, лучеобразно расходяпцяся подъ 
углами ф къ сЬверу и къ югу отъ прямой, изображающей эква- 
торъ; на каждой прямой откладываютъ величину р, которая 
вычисляется по известной уже формул'Ё: 

6 
р = 2Д вг;г -^ 

гд* Л— рад1усъ Земли, уменьшенный въ главномъ масштаб* 
проекцш. Полученный точки останется лишь соединить непре- 
рывными кривыми отъ руки или по лекалу. На чертежЬ 35 
изображена проекщя Лорнья для ц'Ьлаго полушархя (восточнаго 
или западнаго). 
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Простая зависимость между р и в позволяетъ строить про- 
екцш и безъ вычислешя вспомогательныхъ величинъ О и ф, 
т. е. можно выразить координаты точекъ пересЬчешя меридаа- 
новъ и параллелей непосредственно 
въ функщи широтъ и долготъ. р 

Если принять направлеше экватора 
на проекщи за ось л;-овъ^ а на- 
правлеше мерид1ана точки касан1я^ 
изображаемаго перпендикулярною 
къ экватору прямою, за ось у-овъ, 
то прямоугольныя координаты лю- 
бой точки проекцш выразятся обще- 
изв'Ьстными формулами: 

а; = р . С05 ф 

(а) Черт. 36. 

у = р . згп ф 
Уравнеше (107) можно представить сл'Ьдующимъ образомъ: 




р = ]/2 Д 1/1— соТе (6) 

а 8т ^ и €08^ можно выразить черезъ ^^ ф формулами: 

<^Ф . 1 



5шф = 



И С08 ф = 



{С) 



Подставивъ теперь выражен1Я (102) въ (Ь) и (с), а эти 
величины въ (а), получимъ поел* просгЬйшихъ преобразован1й: 

Е\/2 со8^ 8гп\ 



X = 



V 1-^008^ С08 X 



в 1/2 8т ф 
У = 



(116) 



|/1 -Ь С05ф С08 X 

* Эти формулы очень удобны для вычислешя проекцш по 
точкамъ, но он1^ им1&ютъ и дальнМшее приложеше, именно 
изъ нихъ легко получить уравнен1я гЬхъ кривыхъ, которыми 
изображаются на проекщи мерид1аны и параллели (черт. 35). 
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Если определить изъ (116) 5ш<р и ^(?5<р и сложить ихъ 
квадраты, т. е. исключить широту 9, то получится ураенепге 
меридгановъ: 

{2В' — х' — уУ — {АЕ' -х^ — у') х' Ыд' X = О (117) 

Подобнымъ же образомъ, опред^линъ изъ (116) зт X и 
€08 X и сложивъ ихъ квадраты, т. е. исключивъ долготу X, по- 
лучимъ уравненге параллелей: 

(4Д' —х" — у^) у^ — 4Й* згп' ср = О (118) 

Такимъ образомъ мерищаны и параллели на разсматривае- 
мой проекцш суть алгебраичесюя кривыя четвертой степени. 
Эти кривыя простираются не на одно только полушархе, какъ 
показано на черт. 35, а на изображен1е всей земной поверх- 
ности, которая представится кругомъ съ радаусомъ 2 Л, при- 
чемъ пограничный кругъ есть безконечно-растянутое изобра- 
жеше антипода точки касан1я. 

Подробное изсл^доваше кривыхъ (117) и (118) раскры- 
ваетъ много любопытныхъ особенностей, но предоставимъ это 
изсл^доваше любознательности читателей. Зам^тимъ только, что 
уравнеше (117) представляетъ вообще дв* овальныя кривыя, 
пересЬкаюпцяся въ полюсахъ, а уравнеше (118)— дв* отд^ль- 
ныя в^тви, тоже овальнаго очерташя. 

2в. Проекщя Брейзинга. М'Ьняя видъ функцш въ уравне- 
ши р = / (6), можно придумать множество новыхъ зениталь- 
ныхъ проекцШ. Самые простые и вм*сгЬ съ гЬмъ самые за- 
м'Ьчательные виды этой функцш суть: 

6 6 

р = 2Е(д -^ и р = 222 згп -х 

Первый представляетъ стереографическую проекщю (если 
картинная плоскость проведена не черезъ центръ шара, а ка- 
сается его поверхности), а второй — проекцш Ламберта. На 
первой сохраняется равенство угловъ, но искажаются площади, 
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на второй, наоборотъ, сохраняется равенство площадей, но зато 
искажаются углы. Бывш1й профессоръ навигащонной школы 
въ Бремен* Брейзишъ (1818 — 1892) предложилъ проекщю, 
обладающую такъ сказать средними свойствами, именно, онъ 
принялъ для опред^леюя рад1усовъ р геометрическую средину 
изъ приведенныхъ выше выраасешй, т. е. положилъ: 

^ = 2Е\/8гп^1д\ (119) 

Вычислеше ^ по этой формул^^ можно зам'бнить весьма про- 
стымъ построешемъ, такъ какъ величина р есть среднее гео- 
метрическое между хордою и тангенсомъ дуги ^ • 

Наибольш1й и наименьшШ масштабы на проекщи Брейзинга 
легко получаются изъ общихъ формулы 

р ф 



ВзгпЬ " В.аЬ 

или ^ 

- 1 -+- С08^ -X 

а = -у== и Ь = ^ (120) 



|/со8»2 2]/со8'2 



откуда масштабъ площадей, по формул^Ь (24): 

1 -ь со»' 2 
2 со8^ 2 

Для вычислешя наибольшаго искажешя угловъ, на осно- 
ванш формулъ (10) и (10*), им'Ьемъ: 



а> 2 



згп 7г = 



и.^(45°-.|) = -^- 



4 — в»»'-» \ 1-4-СО«*2 

В. В11тковея1Й.>-Картограф!я. ^ 



130 



ЗБНИТАЛЬНЫЯ ПР0БКЦ1И. 



Ш. 



Въ нижесл'Ьдующей таблиц* приведены численныя значешя 
проекцш Брейзинга для разныхъ угловъ 6 отъ 0° до 90° че- 
резъ 15° и при Е = 1. 



6 


Р 


а 


Ъ 


Р 


. 


0° 


0.000 


1.000 


1.0ОО 


1.000 


0° о' 


15 


0.2б2 


1.013 


1.0О4 


1.017 


29 


30 


0.527 


1.053 


1.0X8 


1.072 


I 57 


45 


0796 


1.126 


1.044 


1.175 


4 21 


60 


1.075 


1.241 


1.086 


1-347 


7 39 


75 


1.367 


1.415 


1.153 


1.631 


II 43 


90 


1.682 


1.682 


1.2б1 


2.121 


1б 2б 



Изъ сравнен1Я этой таблицы съ таблицами на страницахъ 
50 и 120 видно, что въ отношенш искажешя площадей проекцхя 
Брейзинга им'Ьетъ преимущество передъ стереографическою, а въ 
отношенш искажешя угловъ передъ проекщею Ламберта; однако 
она не нашла еще прим-Ьнетя и им^етъ скорее теоретическое, 
ч-Ьмъ практическое значеше. 

27. Проекщя Эрж. Известно, что не можетъ существовать 
проекщя, совмещающая услов1я подоб1я очертатй и сохране- 
шя площадей, и всЬ вообще проекцш удовлетворяютъ или одному 
изъ этихъ УСЛ0В1Й, или ни тому, ни другому. Знаменитый 
англ1йск1й астрономъ, бывш1й директоръ Гриничской Обсерва- 
тор1и, Эри (1801—1892) предложилъ зенитальную проекщю 
посл-Ьдвяго рода, но такую, что сумма квадратовъ уклонетй 
отъ подоб1я очертанШ и отъ равенства площадей оказывается 
наименьшею на всемъ протяжен1и проекцш. Изобр'Ьтатель далъ 
ей назваше проекцш сь уравиивангемъ оша^окъ (Рго]ес11оп 
Ьу Ва1апсе оГ Еггогз). Существенная разница между проекщею 
Кларка (§ 18), которая тоже основана на начал'6 наименьшихъ 
квадратовъ, и проекщею Эри заключается въ томъ, что проек- 
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Ц1Я Кларка принадлежитъ къ перспективнымъ, ч'Ьмъ сразу 
опред'Ьляется видъ функщи р = / (6) по формул* (31), и ищется 
лишь разстояше точки зр'Ьн1я, удовлетворяющее началу наи- 
меньшихъ квадратовъ; въ проекщи же Эри ищется самый видъ 
функщи р = / (0), удовлетворяюпцй этому началу; зд-Ьсь задача 
гораздо сложнее и требуетъ прим^нешя Вар1ащоннаго Исчислешя. 

Назовемъ черезъ аир основаше и высоту безконечно-ма- 
лой трапещи, ограниченной на земной поверхности двумя без- 
конечно-близкими параллелями и двумя безконечно-близкими ме- 
ридханами, а черезъ а-ьДа и р-ьАр основаше и высоту со- 
ответствующей безконечно-малой трапещи на проекщи; подъ Да 
и Др надо разуметь зд^сь безразлично увеличеше или умень- 
шеше аир. 

Въ равноугольной проекщи существуетъ условхе: 

а ч- Да а 

въ равновеликой же услов1е: 

(а н- Да) (|3 -н Др) : а^ = 1 

поэтому, подъ искажешемъ подоб1я очертанШ можно разуметь 

разность 

а -ь Да а Да Д^ 



Р --ь Др • р ' ~ а р 

а подъ искажешемъ площадей — разность 

Да Д8 
(а + Да) ф ч- ДР) : ар - 1 = -^- + -^^- 

гд* въ разложенкхъ по степенямъ Да и Др отброшены члены 
второго и высшихъ порядковъ. 

Сумма квадратовъ искажешй выходитъ: 

Опуская постоянный множитель 2, Эри задался ц^лью сделать 
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наименьшею сумму 

распространенную на. всю площадь проекщи. 

Назовемъ по-прежнему угловое разстоянге точки отъ вершины 
проектируемаго шарового сегмента черезъ б, а уголъ, соста- 
вленный направленхемъ на эту точку съ принятымъ начальнымъ 
направлешемъ, черезъ ф; полярныя же координаты соответ- 
ствующей точки на проекщи черезъ р и ф. Съ такими обозна- 
чеюями и принимая пока радхусъ Е шара за единицу, имеемъ: 

а = згпЬ .с1^ ^ = е?6 

а ч- Да = р . б?ф р -ь Др = б?р 

Да = (р — 8Ш 6) б?ф др = (^р — с[Ь 

Да _ р ^Р _ Ф 1 

"1Г ~ Же" "~ "рг "~ ^ ~ 

Подставляя эти величины въ выражеше (а) и заменяя сумму 
двойнымъ интеграломъ, распространеннымъ на всЬ безконечпо- 
малыя трапещи зт 6 . ^в . й?ф, получимъ следующее аналити- 
ческое выражеше услов1я, поставленнаго Эри: двойной интегралъ 

• 

взятый ВЪ указанныхъ пред^лахъ, т. е. простираюпцйся на 
поверхность шарового сегмента отъ вершины до малаго круга 
съ угловымъ разстояюемъ в^, долженъ быть наименьшимъ. 

Такъ какъ интегрироваше по перем'Ённой ф приводитъ къ 
появленш лишь постояннаго множителя 21г, то достаточно опре- 
делить услов1е, при которомъ простой интегралъ 

«о 

о 

становится наименьшимъ. 
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Пусть у = р - в (Ь) 

(1Ь ~ аь '■ 

Съ этою новою перепаянною предыдупцй интегралъ при- 
меть видъ: 9 

а= I г.аь 



=/- 



По правяламъ Вархащоннаго Исчислешя им'Ьемъ сл'Ьдуюпця 
уравнешя, опред'Ьляюпця услов1я, чтобы интегралъ ^ им*лъ 
наименьшую величину: 

дГ с?М^ _ _ . .. 

■^ ^Л^ - ^ ^"^^ 

^ = О (при 6 = 6,) (В) 

Уравнеше (А) *) служить для опред'Ьлешя вида функщи 



♦) Вотъ кратюй выводъ формулъ (-4) и (Л). Интегралъ 7 ивЛетъ наи- 
меньшую величину, если а 

ьГг М = (X) 

о 
гд* 8 — знакъ вархащи, а гг — тг г г й\ 

какъ это видно изъ фор21улы (с)^ причемъ 2^ — знакъ функцш. 

Пользуясь знакомъ вар1ац1и, каюь знакомъ дифференцирован1я, им^емъ: 

«о «о ^ ^^ ^« 

8 /*Г йб = /* Г^З 6 ч- Сьу.йЬ = I Г . 86 -4- /*(8Г . <?6 - <гг 66) 



(У) 
о 



Но 8Г=^6у+-^^-н^ 



Ужвоживъ первое уравнеше на «?в, а второе на 66, и вычитая вто- 
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р=/(в)^ а уравнете (5) — для опред*лен1я постоянной 
интеграла уравнеп1я (А). Въ разсматриваемомъ случае выра- 



рой результатъ изъ перваго, получаемъ: 

У.ЛЬ 
Пусть 



о Г . <*в - (1Г . 86 = ^ (8у . йв - е^у . 86) -4- ^ фу', ЛЬ - йу'. 86) {е) 



Ьу — у' 86 = О) 
Дифференцируя и переставляя знаки (2 и 8, тгЬемъ: 

ьау — ау' 86 — у' аьь = (/о) 

но ^у = у' е^б, сл^^довательно, 8 (/у = 8у'. е?6 -4- у'. 8 йб, и потому 

ЬуЧЬ — бгу'86 = (?а) 
такъ что уравнеше (г) принимаетъ вид-ь: 

8 Г . (^6 — егК . 86 = 4^ О) . (?6 -ь 4^ (2(0 
ду бу' 

а уравнеше (у) превращается въ сл^Ьдующее: 

^0 ^р «о ^0 

о/г. .16= [7.86 4-/^0). .26-1-/^ ./О) 

о 

Интегрируя по частяиъ послЪдн1Й интегралъ, получаемъ: 

«о «о «о 

И, пользуясь основньшъ уравнен1емъ (о;), им^емъ, наконецъ: 

о 

Чтобы сумка этихъ двухъ биномовъ равнялась нулю, необходимо, 
чтобы каждый биномъ порознь былъ равенъ нулю. ДМствительно, если бы 
второй биномъ не былъ нулемъ, то, по совершенной произвольности ва- 
р1ащй 8у и 86^ всегда можно составить функщю со такъ, что подъинтеграль- 
ная функщя будетъ имЪть знакъ, одинаковый съ первымъ биномомъ, и сл^- 

довательно 8 / Г . йб не будетъ нулемъ. Дал*е, такъ какъ при 6=6о ва- 



р1ац1я 86 =0, то и первый биномъ, а потому и второй его членъ тоже 
долженъ равняться нулю. Эти заключеюя и выражаются стоящими въ 
текстЬ уравнешями (-4) и {В). 



.аь 
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жеше (< 


;) даетъ: 




дГ _2(у ч-Ь — згп 6) 




ду ~ агпЬ 







(й) 



^'Т^ <г»« . Лу ^ 

= 2-^8гпЬ-^2-1-со8Ь 



Такимъ образомъ уравнеше (А) представится въ сл^дую- 
щемъ вид* (поел* умножешя на — 5«п6 и д-блешя на 2): 

згп^ 6 -зр- -+- 5ш 6 . С05 6 . ^ — у = 9 — в^^ в (е) 

Для интегрирован1я этого диффвренщальнаго уравпешя 
введемъ новую переменную х подъ условхемъ: 

х = 8гпЬ.-^'Л- у (/•) 

'™У«" ах , ,а^у , йу ау 

Вставивъ это въ {е) п пользуясь выражешемъ (/), по- 
лучимъ: 

вгл 8 -ч^ ж = 6 — т 6 (^) 

Этимъ прхемомъ дифференщальное уравнеше {р) второго 
порядка удалось преобразовать въ дифференщальное уравнеше 
{д) перваго порядка. 

Для интегрирован1я уравнешя {д) помножимъ об* его части 
на 5", отчего получимъ: 

в в , йв аь 

2 оо^^д -^ .ах ч- 2хс1 соЬд -^ = 6 ^ — тгЬ ^ 
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НО 


/•/6 в\ 6 

/ Шд -^.йх-^х .йсо1д-^\ = со19-^.х 




1 6 к- = — 2в со1д -п" -н 4^» 8ш -^ 




У ^'"'у 




/ агп в л- = 4 т 8»« -к- 

/ 8Ш^ -^ 



ш. 



Следовательно интегралъ уравнешя (у) равенъ 

ИЛИ А 

гд* с — произвольная пока постоянная, введенная интегрирова- 
темъ. Заменяя теперь вспомогательную величину х его вы- 
ражетемъ (/), получимъ новое дифференщальное уравнеше: 

^*^ Ж "*" У = "" ^ "•" ^ • '^ 2 
Для интегрирован1я этого дифференщальнаго уравнешя по- 
множимъ об* его части на ^ & , отчего получимъ: 



С()5' у соз'^ 2 



но 



Л 6 в\ 6 

19 2'^У-^У'^^9 2) = *9'2'У 



/ 



а ^9 ^^6 ^, 6 



С05' 



/ 
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с4г1довательно 

в в в в 

21д-^.у=—2Ыд-^ — 4:1псо8^-^С.1д-^ -^-*-С, 

гд1Ь С^ — другая произвольная постоянная. Отсюда: 

В в /^ в /^ в 

у = — ^ — 2 со1д ^1п С08 -^ ^ ^ 1д :^ -^ -^ со1д ^ (Л) 

Для опред*лешя постоянныхъ С я С^ залгЬтимъ прежде 
всего^ что въ центр'Ь проекцш величины р и 6 одновременно 
обращаются въ нуль, причемъ тутъ, какъ видно изъ подста- 
новки (й), и у = 0; при подстановке жеу = Оив = 
уравнеше (А) сразу даетъ (7, = О и само обращается въ бол*е 

у =— 6 — 2 со^^г 2"^^ «)« 2" ~*" У '^ 2" ^*^ 

Чтобы определить теперь постоянную О, составимъ произ- 
водную у по 6: 

, 1п С08 7Г -п 

^_ 2 



зги* д- 4 сое' 2- 

Эта производная на основаши уравнен1я (В), или равно- 
значащаго ему ((1) при 6 = 6^, должна быть равна нулю, что 
даетъ: ^ 

1п сов -^ ^ 

Т~ "^ Г = ^ 

откуда е в 

С = — 4:сад'-^1псо8-^ 

Внося это С въ уравнеше («) и возвращаясь къ рад1усу р 
по формуле (Ь), получимъ 

(В в в в в \ 

Шд 2 /я вес 2 "^ ^^ 2 '^'''^' "2" ^** ^^'^ ~2") 
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Вводя сюда еще радхусъ шара (Е) и зам-Ьняя натуральные 
логариемы обыкновенными, получаемъ наконецъ сл1^дующую 
зависимость р отъ угла в: 

07?/А А А А А* 

р = -^ \сад 2 19 бес 2 "»- '^ 2 ^^^' ~2 '^ ^^ "г") ^^^^^ 

Въ этой формул* Е представляетъ радаусъ Земли, умень- 
шенный въ данномъ главномъ масштаб*, Л/'— модуль Бригсо- 
выхъ логариемовъ, 6 — угловое разстояше отъ точки касашя 
альмукантарата, соотв^тствующаго радаусу р, а 6^— угловое раз- 
стоян1е отъ точки касан1я крайняго альмукантарата проекцш. 
Рад1усъ ро этого крайняго альмукантарата, величину котораго 
необходимо знать для первоначальныхъ соображенШ о выбор* 
главнаго масштаба, легко вычислить по формул* 

Ро = ^со{д^1д8ес^ (122) 

получаемой изъ (121) подстановкою в = б^. Наприм*ръ, для 
во = 90° выходатъ Ро = 1.386 Е. 

Во вс*хъ другихъ зенитальныхъ проекщяхъ можно вести 
построете до любого углового разстояшя %, вплоть до 180°; 
въ проекцш же Эри существуетъ пред*льное 6^^ поел* котораго 
величина р^ начинаетъ уменьшаться. Пред'Ьльный уголъ 6^ легко 
получить, приравнявъ нулю производную Ро по во; получается 
трансцендентное уравнете: 

1п вес -^ = зггг •—- 

непосредственное р*шен1е котораго невозможно, но послЬдова- 
тельными попытками выходить во = 126^25'. 

Если проекцш Эри строить, какъ полярную, т. е. касатель- 
ную плоскость провести черезъ полюсъ Земли, то углы в и в^ 
будутъ дополнен1ями до 90° широтъ ? и сро произвольной и 
пред*льной параллели. 

Масштабы проекщи по главнымъ направлетямъ можно опре- 
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д-Ьлить по изв*ствымъ уже формуламъ: 



а = 



Ь = ^ 



с1р 



подставляя сюда значенхе р изъ выражен1Я (121), получаемъ: 



а = 



1д вес ^ 



е„ 



М 8Ш 



6 



Ь= 1 — 



1д вес -. 



М 8гп' 



Ро со{д у 



4Е соз^ 2 



9йСо1д 



6 



4Б сое' 2 



(123) 



(124) 



Формулы (121) — (124) служатъ для опредЬлешя всЬхъ 
чясленныхъ величинъ проекцш по данному углу 6^ шарового 
сегмента. Въ нижеследующей таблиц* приведены численным 
величины проекцш Эри ря изображешя полушар1Я, т. е. при 
6^ = 90°, для разныхъ в черезъ 15°; зам^тииг только, что 
ДЛЯ этого случая по формул* (122) получается Ро = 1.386 ^К 
и для центра проекцш, т. е. для в = О, выходить а=й=0.847; 
чтобы получить числа, сравнимыя съ числами другихъ зениталь- 
ныхъ проеквдй, величины р, а и 6 умножены на 1.181 (обрат- 
ную величину дроби 0.847). Радаусъ В принять за единицу. 



в 


Р 


а 


ь 


Р 


(0 


0° 


о.ооо 


1.000 


1.000 


1.000 


о° о' 


15 


0.2б2 


1.012 


1.0О2 


1.014 


33 


30 


0.525 


1.050 


1.009 


1.059 


2 19 


45 


0-791 


Ы18 


1.022 


1Л43 


5 8 


60 . 


1.0б1 


1.225 


1.047 


1.284 


8 59 


75 


1.341 


1.388 


1.094 


1.518 


Ч 39 


90 


1.637 


1.6з7 


1.181 


1.934 


18 з8 



Любопытно, что числа этой таблицы близки къ соотв'Ьт- 
ствующимъ числамъ проекщи Брейзинга (§ 26). 

ж 



IV. 

Циливдрическ1я проекщи. 

28. Общая теор1я. Дл[я построешя цилиндрическихъ проекцШ 
воображаютъ цилиндръ, касающШся шара по какому-нибудь 
большому кругу или перес^каюпцй его по двумъ равноотстоя- 
щимъ отъ центра малымъ кругамъ; на поверхность такого ци- 
линдра переносятъ точки съ поверхности шара и, разр^^ав1> 
цилиндръ по одной изъ образующихъ, развертываютъ его на 
плоскости. Въ просгЁйшихъ и чаще прим^няемыхъ цилиндри- 
ческихъ проекщяхъ ось цилиндра совпадаетъ съ осью враще- 
Н1Я Земли; на нихъ мерищаны получаются перес^четемъ плос- 
костей мерид1ановъ Земли съ поверхностью цилиндра, и по- 
тому изображаются на проекщи равноотстоящими параллель- 
ными прямыми; параллели же проводятся въ вид'Ь прямыхъ, 
перпенркулярныхъ къ мерид1анамъ, причемъ разстоян1е каждой 
параллели отъ экватора вычисляется различно, въ зависимости 
отъ впередъ поставленнаго услов1я. Если ось цилиндра лежитъ 
въ плоскости экватора, т. е. составляетъ съ осью вращешя 
Земли прямой уголъ, то проекц1я называется поперечною ци- 
линдрическою; если же ось цилиндра составляетъ съ осью 
вращешя Земли произвольный уголъ (не 0° и не 90°), то 
косою цилиндрическою проекцгею. Въ обоихъ посл'Ьднихъ 
случаяхъ мерид1аны и параллели изображаются на проекцш 
кривыми, который строятся по точкамъ. 

Разсмотримъ величину частнаго масштаба на просгЬйшихъ 
цилиндрическихъ проекщяхъ, т. е. для случая, когда цилиндръ 
касается экватора земного шара, уменьшеннаго въ главномъ 
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насштаб'Ё. Назовемъ линейное разстояше произвольной точки 
ироекщи отъ прямой, изображающей экваторъ, черезъ 2?, дол- 
готу ея, считая отъ начальнаго меридаана, черезъ X, а рад1усъ 
шара, уменьшенный въ главномъ масштаб*, черезъ Е; тогда 
безконечно-малая дуга €18 на проекщи выразится такъ: 

Лз' = с1В' -ь В^ Ок' 

Соответствующая дуга е/а на шар* определяется равенствомъ: 

с1а^ = В' Ф^^ н- В^ соз^ ср (IV 

гдЬ 9 ~ широта начальной ея точки. Такимъ образомъ, квадратъ 
частнаго масштаба с выходитъ: 

Вводя сюда еще азимутъ а направлен1я (Но на шар*, опре- 
д'Ьляемый формулою 

1да = со8^'^ (а) 

получимъ поел* простыхъ преобразовашй: 

" = ^1/(^)'<».'»-(^)'««'- (11») 

Формула (а) представляетъ выражеше азимута а на шар*; 
соотв*тствующее выражеше для азимута А на проекцш есть 

поэтому связь азимутовъ на шар* и на проекщи опред*ляется 
формулою: ^2^ 

1дА= 1т, ^901 (126) 

Формулы (125) и (126) соотв*тствуютъ формуламъ (95) 
и (96) зенитальныхъ проекщи; къ нимъ можно прим*нить т* же 
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йзсл'Ьдовашя и получить выражевйя для разности А — сх, ази- 
мута а^, наибольшаго искажен1я и пр. Формулы (98), (99) и 
(100) могутъ быть приложены ко всЬмъ цилиндрическимъ 
проекщямъ непосредственно, только для величины к зд^сь вой- 
детъ другое выраженхе, именно: 

и = -1%^ (127) 

€08 '^аи ^ ' 

Въ формулы (125) и (126) вовсе не входить долгота ^, 
такъ что для всЬхъ точекъ одной параллели искажен1я оди- 
наковы, и потому изоколы на цилиндрическихъ проекщяхъ на- 
правлены вдоль параллелей. 

Подобно тому, какъ зенитальныя проешци различаются впдомъ 
функщи р = / (0), такъ и отд1Ьльныя цилиндричесия проекщи 
различаются видомъ зависимости разстоян1я В отъ широты ср? 
т. е. видомъ уравнен1я В = /(^). 

29. Квадратная проеквдя. Не только среди цилиндриче- 
скихъ, но вообще самая простая и легкая для построен1Я проек- 
щя, безспорно квадратная или плоская^ предложенная въ 
1438 году Португальскимъ принцемъ Генрихом^ Морепла- 
вателемъ (1394—1460). На этой проекщи меридханы пред- 
ставляются тЬми образующими цилиндра, касательнаго къ шару 
по экватору, по которымъ цилиндръ пересЬкается продолжен- 
ными плоскостями отд1^ьныхъ меридхановъ; параллели же пред- 
ставляются прямыми, параллельными экватору и отстоящими отъ 
него на разстоян1яхъ Д равныхъ выпрямленнымъ д)тамъ мери- 
даановъ отъ экватора до параллели данной широты ср, такъ что 

1) = Д.ср (128) 

гд* в — радхусъ земного ша!ра, уменьшенный въ главномъ 
масштаб* проекщи. 

Если мерищаны и параллели проведены черезъ одинаковое 
число градусовъ, то сЬть проекщи представляетъ систему рав- 
ныхъ квадратовъ, какъ показано на черт. 36, изображаю- 
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щемъ одно полушархе (восточное или западное) съ меридха- 
нами и параллелями, проведенными черезъ 15° по долгогЬ и 
широгЬ. 

Для разсматриваемой проекцш выражеше (127) даетъ 

к = вес ср 

и потому по формуламъ (125) и (126) получаемъ: 



(129) 
(130) 



с = \/со8^ а н- зес^ ср згп^ а 

1д А =^ зес^ .1д а 

и дал'Ье, по общимъ формуламъ 
(98), (99) и (100): 

2 згп^ -к (д ^ 

1а (А — а) = т-т— 

^ ^ ' С08 ^ -^ 1д (X 

1д а^ = =^. ]/ С08 ср 
1д [А^ — а,) = згп' % \^^ес^ 



Полагая въ выраженш (129) 
последовательно а = 0° и а = 90°, 
получимъ для масштабовъ по меридханамъ (т) и по паралле- 
лямъ {п) формулы: 

т = \ п = зес^ (131) 

Наконецъ наибольшее искажеше угловъ, согласно выраже- 
тю (10), вычисляется по формул*: 
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Черт. 36. 



«» 17 = ^9 ^ 



(132) 



Въ. нижеследующей таблиц'Ь приведены численный вели- 
чины квадратной проекцш для точекъ меридгана черезъ 15° по 
широт* и при ^ = 1. 
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В 


а 


ь 


р 


О) 


:Я90° 


1.571 


оо 




со 


18о° 


75 


ь?09 


^8б4 




3.864 


72 9 


60 


1.047 


2.000 




2.00О 


38 37 


46 


0.785 


1.414 




1.414 


19 45 


30 


0.524 


1.155 




1.155 


8 14 


15 


0.2б2 


1.035 




1.035 


I 59 





0.000 


1.00О 




1.00О 






Изъ пом'Ьщенныхъ выше формулъ и изъ чиселъ этой таб- 
лицы видно, что квадратная пробкщя не сохраняетъ ни равен- 
ства площадей, ни подоб1Я ' очертанШ, и искалсен1я, ничтожный 
вблизи экватора, растутъ по м'Ьр'Ь удалеюя отъ него къ полю- 
самъ; при томъ же вс^ очертан1я, оставаясь неизм^^ненными по 
широгЁ, растягиваются по долготЬ. Въ этой проекщи довольно 
удовлетворительно представляются лишь тропичесюя страны; 
действительно, мнопя карты такихъ странъ, а также зодхакаль- 
ныя карты неба, составлены именно въ квадратной проекщи. 

30. Прямоугольная проекц1я. Если развернуть въ плоскость 
поверхность цилиндра, пересЬкающаго шаръ по р^иъ равно- 
удаленнымъ отъ экватора параллелямъ, то получится прямо- 
г/гольнал проекцгя, предложенная знаменитымъ философомъ и 
математикомъ древности Анаксимандромъ (610 — 546). Она 
представляется системою равныхъ прямоугольниковъ, больш1Я 
стороны которыхъ равны выпрямленнымъ дугамъ меридхана, а 
малыя — выпрямленнымъ дугамъ параллелей с'Ьчен1Я. 

Разстояше В любой параллели съ широтою ср отъ пря- 
мой, изображающей экваторъ, выражается на прямоугольной 
проекщи формулою, тождественною съ формулою (128) для 
квадратной проекщи, т. е.: 

2) = 22.? (188) 



30. 



ПРЯМОУГОЛЬНАЯ ЦРОЕКЩЯ. 



145 



гд* Е — рад1усъ земного шара, уменьшенный въ главномъ 
масштаб*. 

Означая частные масштабы по мерид1анамъ и паралле- 
лямъ буквами ш и п^ им'Ьемъ: 

ш = \ 



С08 Ср 



(134) 



гд-Ь сро^Дз-нная широта параллели сЬчетя. Такимъ образомъ 
частные масштабы по вс*мъ мерид1анамъ и по двумъ парал- 
лелямъ сЬчешя равны главному; масштабы же по прочимъ па- 
раллелямъ равны отношенш косинусовъ широты параллели сЬче- 
тя и широты разсматриваемой параллели, 
такъ что на параллеляхъ, лежащихъ между 
параллелями сЬченШ, масштабы меньше глав- 
наго, а на вн1>лежащихъ параллеляхъ больше 
главнаго. 

Наибольшее искажеше угловъ на про- 
екщи определяется по общей формул* (10): 



еш%=±{д^^-^'-(д'^ 



9о 



(135) 



п-^ — 'П- 


' ^ 


_ . ^1 . 


Г 1 

1 ^ 




! 













Черт. 37. 



гд* надо брать знакън-для ?>9о ^ знакъ — 
для 9<?о- На чертеж* 37 изображена пря- 
моугольная проеквдя для ■ ц'Ёлаго полушар1я, проектирован- 
наго на. цилиндръ, пересЬкаюпцй шаръ по параллелямъ съ 
широтами -+- 60° и — 60°, а въ нижеследующей таблиц* 
(стр. 146) даны главныя числовыя величины такой проекщи 
для разныхъ широтъ черезъ 15° и при рад1ус* шара Е= 1, 

Прямоугольная проекщя прим*няется иногда для изображе- 
Н1Я небольшихъ частей земной поверхности, причемъ парал- 
лелью с*чешя берется средняя параллель страны. 

Вм*сто д*летя меридхановъ на равныя части можно про- 
водить параллели съ такимъ разсчетомъ, чтобы прямоугольная 



в. Витковек!й.— Картограф1я. 
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0) 
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1.571 




оо 


оо 


180° 0' 


75 


1.309 




1.932 


1.932 


37 4 


60 


1.047 
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1.000 





45- 


0.785 




0.707 


0.707 


19 52 


30 


0.$24 




0.577 


0.577 


3» 5 


15 


0.2б2 




0.518 


0.518 


37 4 





О.ООО 




0.500 


0-500 


38 57 



проекц1Я была равновелгшою: такая проекц1я особенно при- 
годна для изображешя небольшой полосы между румя близ- 
кими параллелями. Назовемъ широту параллели сЬчешя черезъ 
ср^; рад1усъ сЬкущаго цилиндра равенъ Е сов ср^, а площадь 
развернутой его части отъ параллели сЬчешя до какой-нибудь 
другой параллели съ широтою ср выразится произведен1емъ: 

т]5^ (I — разстоян1е параллели съ широтою ср отъ параллели 
сЬчешя на проекщи. Чтобы эта площадь была равновелика 
поверхности соотв*тствующаго пояса на шар*, которая, какъ 
изв^Ьстно, равна 

2 тс В' {згп ср — вгп сро) 
ДОЛЖНО быть: 

а = 1^,гп1^;;^сов'^А^ (136) 

со5сро 2 2 ^ ' 

Въ равновеликой прямоугольной проекщи масштабы пымг 
на параллели с*чен1Я равны единиц*; на параллеляхъ къ сЬ- 
веру (если страна лежитъ въ сЁверномъ полушарш) отъ па- 
раллели сЬчешя выйдетъ т<1,7г>1, а къ югу, наоборотъ 
т > 1, п < 1. Такимъ образомъ равные кружки на шар* 
изображаются на параллели сЬчешя тоже кружками, с^верн'Ье 
ея— равновеликими эллипсами, вытянутыми по параллелямъ, а 
южн'Ье— равновеликими же эллипсами, но вьггянутыми по ме- 
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риданамъ. Если за параллель с']^чешя принять среднюю парал- 
лель страны^ то полуоси этихъ эллипсовъ на крайнихъ парал- 
леляхъ выйдутъ не оданаковывш; чтобы сд'Ьлать ихъ одинако- 
выми, надо по даннымъ широтамъ ср^ и ^^ крайнихъ паралле- 
лей вычислить широту параллели сЬченхя изъ условхя т^ — п^ 
(или т^ = п,). Такимъ образомъ, пользуясь формулами: 



т, = 






С08^^ 



получаемы 



С08 ^^ = УС08 Ср, . С08 <р2 (137) 

Формулы для масштабовъ /?г и тг и для наибольшаго иска- 
жен1я угловъ (30) выходятъ: 



т = 



С08 ср 



п = 



С08 сро 



(138) 



*9[ 



(139) 



С08 Сро С08 Ср 

45*^ -+- ^ I = т (для ср < ср^,) 

{д I 45« -ь ^) = 7^ (для 9 > ср^ 

Въ нижеследующей таблиц* даны численный значенхя рав- 
новеликой прямоугольной проекщи, найденный для карты Рос- 
С1И, при ср, =40° и ср, = 70°, такъ что по формул* (137) 
выходить 9о = 59°13'. Разстоян1Я й?, выраженный въ частяхъ 
радхуса шара, считаются отъ южной параллели ^^ 



= 40° 
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п 
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0) 


70° 


а58о 


0.668 


Ь497 




45' 0' 


65 


0-515 


0.826 


1.211 




21 49 


60 


0.436 


0.977 


1.024 




2 41 
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0-345 


1.121 


0.893 




13 
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о. 241 


1.256 


0.796 




25 53 


45 


0.126 


1.381 


0.724 I 


Зб 24 
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0.668 
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31. Изоциднндркчесвая проекщя. Разсмотримъ равновели- 
кую проекщю на цилиндр'Ь^ касающемся шара по экватору. 
Площадь безконечно-малой трапецш на проекцш выражается 
произведешемъ: 

гдЬ ^— радаусъ шара, X— разность долготъ двухъ крайнихъ 
мерид1ановъ, а В разстояше нижняго основанк трапецш отъ 
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Черт. 38. 

экватора. Поверхность соответствующей трапецш на шар'Ь (при 
широгЬ ср) равна 

1В? \ С08 9 с1^ 

Сравнивая эти два выраженгя, получаемъ: 

с1В = В С08 ср с1^ 

а посл'Ь интегрироваюя, замечая, что 1) обращается въ нуль 
вместе съ % им^емь: 

1) = Езгп^ (140) 

Проекщя, на которой разстоянш параллелей отъ экватора 
выражаются этою простою формулою, названа ея изобрЪтателемъ 
Ламбертомъ — изоцилипдрическою. Вычисленхе величины 
В можно замЬнить и построетемъ. Если разд'Ьлить полуокруж- 
ность (черт. 38) на равныя части (напр. по 15°) и провести 
черезъ точки д'Ьлешя прямыя, параллельныя рад1усу, изобра- 
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жающему экваторъ, то разстоятя прямыхъ выразятся, именно, 

формулою (140) и представятъ параллели. Мерид1аны проводятся 

въ вид* прямыхъ, перпендикулярныхъ къ экватору и отстоя- 

щихъ другь отъ друга на длины выпрямленныхъ дугь экватора. 

При построенш проекцш въ крупномъ масштаб* выгодн-Ье 

пользоваться прямоугольными координатами отд*льныхъ точекъ 

пересЁчешя мерид1ановъ и параллелей. Принимая за ось :г-овъ 

изображен1е экватора, а за ось ^-овъ начальный мерид1анъ, 

им*емъ: 

х = Е\ 

у = Езгп<р (141) 

Для изоцилиндрической проекцш выражете (127) даетъ 
к = зес^ 9, а масштабы по меридаанамъ (а = 0°) и по парал- 
лелямъ (а = 90°) выходятъ по формул* (125): 

т = С08 ср п = вес ^ (1^2) 

Такимъ образомъ, на экватор* оба частныхъ масштаба 
равны единиц*, т. е. главному масштабу. Съ удалетемъ отъ 
экватора къ с*веру и югу, разстоян1я по мерищанамъ сокра- 
пщются пропорщонально косинусу широты, а по параллелямъ, 
наоборотъ, растягиваются пропорвдонально секансу широты. 
Такъ какъ произведете тп равно единиц*, то площади оста- 
ются неизм*ненными, что и должно быть по услов1Ю проекцш. 
Безконечно-малые кружки и квадратики изображаются эллип- 
сами и прямоугольниками, вытянутыми по параллелямъ. 

Связь азимута А на проекцш съ азимутомъ а на шар* 

выражается формулою, которая легко получается изъ общей 

формулы (126): 

(д А = зес^ ^ ^до^ (1^3) 

Отсюда разность А — а выраж'ается формулою: 

1д {А — а) = , ^ , а — 144 

^ ^ ^ С08 '^ -Л- 1д а ^ ' 
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Наибольшее искажеше азимута получится, если приравнять 
нулю производную второй части по а; азимутъ а^? ПОД'Ь кото- 
рымъ искалсеше выходить наибольшимъ, оказывается: 

1д(х^ = ± сов ср (145) 

а величина наибольшаго искажешя, соответствующая этому 
азимуту, выходить: 



*9 {А — «о) 



8%П' 9 



(146) 



2 С05 ср 

На экватор*, гд* 9 = 0, искажешя азимута н^ть; сь 
удалешемь оть экватора къ с^^веру и югу искажеше возра- 
стаеть; наприм^рь, на широгЬ ср = 60° разность А^ — а^ 
достигаеть 36° 52', а на полюсахь даже 90°. 

Наибольшее искаженхе угловь получается на основан1и фор- 
мулы (27), вь которой надо положить а = п т Ь =• т: 



О) 



Вь нижесл1&дующей таблиц'Ь приведены численный величины 
изоцилиндрической проекцш для разныхь широтъ черезь 15° и 
при В — \. 



т 


В 


т 


п 


р 


0) 


90° 


1.000 


о.ооо 


оо 
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3.864 
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0.866 


0.500 
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0.707 


1.414 




38 57 


30 


0-500 


0.866 


1.155 
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0.259 


0.966 


1.035 




3 58 
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1.000 


1.000 
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Если сравнить числа этой таблицы сь числами таблицы 
(стр. 120) для зенитальной проекцш Ламберта, то легко заме- 
тить равенство масштабовь и наибольшаго искажешя угловь 
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для 9 = 30° и 6 = 60°. Такимъ образомъ, если изобразить 
на изоцилиедрической проекщи поясъ земной поверхности между 
параллелями съ широтами гь 30° и свернуть чертежъ въ ци- 
линдръ, то основан1Ями этого цилиндра могутъ служить дв* 
зенитальныя проекщи Ламберта, на которыхъ изображены 
остальныя части земной поверхности. Такъ какъ высота изо- 
цилиндрической проекщи между названными параллелями и ра- 
даусы зенитальныхъ проекщи Ламберта до в = 60° равны ращусу 
шара, то получается любопытное сл'Ьдств1е: поверхность шара 
изображается съ сохранешемъ равенства площадей на цилиндр']^, 
у котораго радхусъ основан1я и высота равны радхусу шара. 

Если въ общую формулу (125) подставить значеше а изъ 
(145), то получимъ с = 1, т. е. въ направленш наибольшаго 
искажен1я азимута лин1и на шар* сохраняютъ свою длину на 
проекщи. Такъ какъ въ каждой точк* существуетъ два на- 
правлешя съ наибольшимъ искажен1емъ азимута, и оба напра- 
влен1я расположены симметрично относительно мерид1ана, то 
черезъ каждую точку на шар* и соотв1^тствующую ей точку 
на проекцш проходятъ дв* иаопериметрт1ешя кривил (§24). 
На экватор*, гд* ^уа^==ь1^ эти направлен1я составляютъ 
съ меридханами углы ± 45°; загЬмъ азимуты изопериметриче- 
ской кривой на шар* непрерывно уменьшаются, а на проекщи 
увеличиваются, такъ что на полюсахъ они равны соответ- 
ственно 0° и 90°. 

Нетрудно показать, что изопериметрическая кривая на раз- 
сматриваемой проекцш представляется синг/соидою. Действи- 
тельно, принявъ направлете экватора за ось л;-овъ, а напра- 
влеше какого-нибудь мерид1ана за ось у-овъ, получаемъ для ази- 
мута изопериметрической кривой на проекщи обп^ее выражеше 

* А ^^ 

Вставляя (145) въ (143), имеемъ: 
1д А = вес 9 
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откуда ^^ ^ 

»» |/1 — вт^ ср 

Взявъ 8%п ^ изъ выражен1я (140) и зам'Ьнивъ В на у^ 
получаемъ следующее дифференвдальное уравнете изопериме- 
трической кривой въ прямоугольныхъ координатахъ: 

ах = ^' 



Интегрируя это уравнен1е и припоминая, что при х = ^, 



у = 0, им-Ьемь: 



у = Е 8гп -:^ 



Это и есть уравнен1е синусоиды. Еакъ было уже упомя- 
нуто, черезъ каждую точку на проекцш проходятъ дв* сину- 
соиды; начинаясь отъ экватора, гд* А = гь 45°, эти синусоиды 
идутъ къ полюсамъ, гд* А = ±90°. 

Легко вычислить площадь Р изопериметрической кривой, 
именно: , . 

с1Р = у . с1х = Е^ 8гп-^с1 1 ^| 

откуда поел* интегрировашя между пределами О и х: 

Р = 2Е^ 8гп^ -^ 

Полагая зд*сь х=т:В^ получаемъ Р = 272*, т. е. пло- 
щадь, ограниченная изопериметрическою кривою и экваторомъ 
на проекцш, равна удаоенной площади квадрата со стороною В. 

Изоцилиндрическая проекц1я, представляя всю земную по- 
верхность въ одномъ прямоугольник*, весьма часто приме- 
няется для картъ, на которыхъ показаны границы распре- 
д*летя племенъ, животныхъ и растетй. На такихъ картахъ 
значительное искаженхе очертатй не им'Ьетъ значенхя, сохра- 
нен1е же площадей даетъ возможность определять планиметромъ 
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пространства, занятыя тЬмъ или другимъ представителемъ жи- 
вотнаго и растительнаго царствъ. 

32. Пробкц1я Меркатора. Йзв1^стный голландскШ картографъ 
Меркаторъ (1512—1594) предложилъ въ 1569 году равно- 
угольную цилиндрическую проекщю, скоро получившую боль- 
шое распространен1е. Формула (126) позволяетъ легко решить 
вопросъ, какова должна быть зависимость разстоянхя В отъ 
географической широты ср^ чтобы сохранялось подобге въ без- 
конечно-малыхъ частяхъ; для этого коэффищентъ при ^да во 
второй части долженъ равняться единиц*, т. е. должно суще- 
ствовать равенство: 

ав ^ В 

й^ ~ С08 9 

отсюда, поел* интегрироватя, замечая, что 1) обращается въ 
нуль вм*стЬ съ ср, им*емъ: 

2) = Лг^г^(45°-ь|) (147) 

Если принять изображен1е экватора за ось :г-овъ, а изобра- 
жете перваго мерид1ана за ось у-овъ, то прямоугольный коор- 
динаты любой точки на проекщи можно вычислять по формуламъ: 

X — В .\ 

у = -^19 *9 (450 + I) (148) 

гд* 72 — радаусъ земного шара въ главномъ масштаб* проек- 
щи, ср и ). — географическ1я координаты любой точки, а М — 
модуль Бригсовыхъ логариемовъ. 

Если принять въ разсчетъ сфероидическШ видъ Земли, то 
абсцисса х останется безъ изм'Ьненхя, для ординаты же у = 1) 
надо вывести новое выражеше. 

Назовемъ черезъ и и г;— основанхе и высоту безконечно- 
малой трапецш на сфероид*, ограниченной двумя мерид1анами 
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съ разностью долготъ Л\ и двумя параллелями съ разностью 
широтъ ^9! величины и и V выражаются формулами ""): 

_ асо8^ й\ ^ а {\ — е^) Л^ 

^ ^ (1— е"5ш^сру/. ^ — (1 —е'вгп^^У'- 

гд* а — большая полуось земного сфероида или радхусъ эква- 
тора, а ^— эксцентриситетъ эллиптическаго мерид1ана. 



*) Воть краткш выводъ этихъ фориулъ. Изъ уравнешя эллипса въ 
прямоугольныхъ координатахъ 



д2 -^ ^2 — * 

получается: 

^ йу __ Ь^х 

с1х а^у 

Съ другой стороны, называя географическую широту или уголь, обра- 
зуемый нормалью къ дугЬ эллипса съ осью яг-овъ, черезъсрт получимъ: 

с1у 

и сравнеше этихъ двухъ выражешй даетъ: 

у = -^хгд<о 

Вставляя это у въ уравнеше эллипса и припоминая, что эксцентри- 

ситетъ эллипса е =. , наидемъ: 

а 

а сов о , . 

(х) 



(I — е^вгп^^у/» 



Легко понять, что абсцисса х представляетъ рад1усъ параллели на 
сфероид-Ь, и потому: 

,^ а сов ф й\ 

« = .г . ал = » .\ - — ггг 

(I — ^ «п* 9)*/я 

Дал-]Ье, безконечно-малая дуга эллиптическаго мерид1ана выражается 
формулою: 

61в = уах^ -4- йу2 = ахутч- (^У =ах\/1'^ сОд^ о = - ^^ 

Дифференцируя уравнеше (ж), им^емъ: 

а вгп 9 (х — е») . 

СлЬдовательно: 

а ( I — б^) <?ср 



ав = V=1 



(I— в«вт'сэ)% 
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Если цилиндръ касается Земли по экватору, то основате 
и высота соответствующей безконечно-малой трапещи на про- 
екщи будутъ а.€1\ п ЛВ. Услов1е подобхя трапецШ на про- 
екцш и на сфероид* требуетъ пропорщональности ихъ сторонъ, 
т. е. должно быть: 

йР _V^_ (1 — е') Л^ 

откуда 

(1 — в')б?у 






'>р (1 — е^ згп^ ср) 

о 

Для облегчешя интегрирован1Я умножимъ е^ въ числител* 
второй части на сумму 8т^^'^со8^^ = 1] тогда, отбрасывая 
пока знаки пред'бловъ: 

_ Г ^9 Г е со8(р с1^ 

^ С08 ^ ^ \ — е' вгп^ ср 

Пусть . , 

е 8гп^ = 8гп ф 

^™^^^' еш^а^ = со8 с|; 4 

1 — е^ 8гп^ 9 = С08^ ф 

Съ такими подстановками предыдущее выражеше прини- 
маетъ видъ: 



^ со8^ ^ ( 



(а) 



С08 ф 

Припоминая, что В обращается въ нуль вм*стЬ съ ср и ф, 
получаемъ: 

2) = а Ьл 1д (45° ^'^\ — е1п{д (45° -ь | ^! (149) 

Сравнивая съ формулою (147), видимъ, что сжатхе зем- 
ного сфероида вводитъ лишь небольшой поправочный членъ. 
Для упрощешя вычисленШ по формул* (149), примемъ обо- 
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значенхе: , 

^=-7 — а « 

<^ (45^-^1-) 

гд* ... 

8гп^ = е 8гп ср 

тогда: ^ 

В = ^1ди (Ш) 

гд* М — модуль Бригсовыхъ логариемовъ (Л/=0.434 294 5). 
Если принять размеры Земли по Кларку (1880 г.), т. е. 
а = 2 989 457.4 сажени, то въ саженяхъ будетъ: 

В = Ь883 48\1ди (152) 

Проекцхею Меркатора особенно часто пользуются моряки, 
считаюпце больш1я разстояшя въ такъ называемыхъ морскихъ 
миляхъ^ причемъ 1 морская миля равна V дуги экватора. 
Такъ какъ окружность экватора им'Ьетъ 360.60 = 21 600 ми- 
нуть, то ращусъ экватора: 

21 600 
а = —^= 3437'. 747 

и формула (151) даетъ въ морскихъ миляхъ: 

В = 7915.705 1д П (152*) 

Вычислеше такъ называемыхъ <мерид1анныхъ частей > I) 
(АВ, АС ... черт. 39) по формуламъ (149), (151) и (152) 
облегчается готовыми таблицами, какъ величинъ 1д 1д [7, такъ 
и самыхъ В (см. таблицы въ копц'ё книги). Можно пользоваться 
еще рядами; именно, вообще, если принять 8гп 9 = л?, то: 

^ со8<р ^ ] —X* ^ ^ > 

ж' ж* 11 

= а; -+- -^ -4- -^ -+- ... = вш <р "♦" "о ^'*' ?"•"■& в»**'<Р -•- ••• 
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/ 



Подобнымъ же образомъ 

С08 ф 



1 



^?Ь 



= е 8гл ср 



н- -^ е' 5гл ср -ь -к е** «гл** 9 -н ... 

такъ что формула (а) даетъ: 

В = а (I — е^) 5ш ср -ь - а (1 — е^) вш* ^ -+- 

ч- - а (1 — е*) 8ш* ср -+- ... 

Для получен1я масштаба на проекщи Меркатора доста- 
точно взять отношенхе соотв*тствующихъ безконечно-малыхъ 
дугь на проекщи и на сфероидЬ; на параллеляхъ эти дуги суть: 

а со5ф ЛХ 
а , ак и - — ^ ^= =- 



\/1 — е^ згп^ ^ 



и потому 
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{х=ш=л=|/1 — е^8ш^?5вС9 (153) 

Если считать Землю шаромъ, т. е. 
положить ^ = О, то эта формула обра- 
тится въ 

(1 = 5ес ср (154) 

т. е. въ формулу, тождественную фор- 
муламъ для масштаба по параллелямъ 
на всЁхъ другихъ цилиндрическихъ 
проеквдяхъ. 

На чертеж* 39 изображено въ проекщи Меркатора ц*лое 
полушар1е съ мерид1анами и параллелями, проведенными че- 
резъ 15°; крайтя параллели суть параллели съ широтами =ь 75°. 
Въ нижеследующей таблиц* приведены численный величины 
проешци Меркатора, причемъ Земля принята за шаръ съ радау- 
сомъ Е = \. 



Черт. 39. 
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IV. 



? 



В 



Р 



О) 



90° 
75 
60 
46 
30 
16 
О 



со 

2.028 
1.317 

0.881 

0.549 
0.265 

0.000 



оо 
3.864 

2.00О 
1.414 
1.155 

1.035 

1.000 



оо 
14-928 
4.000 

2.000 

1-333 
1.072 

1.0О0 



о' 
о 
о 
о 
о 
о 
о 



По м-Ьр* удален1я отъ экватора масштабъ на проекщи 
быстро увеличивается; напривгЬръ, на параллели (р = 60° вс* 
линейные разм'Ёры^ сравнительно съ разм'Ёрами на экватор'Ё, 
увеличены вдвое, а площада вчетверо. Всего сильнее увеличе- 
те для полярныхъ странъ, а самые полюсы вовсе не могутъ 
быть изображены, потому что при ср = 90°, величины Вит 
равны безконечности. Однако, несмотря на неоднократныя по- 
пытки, земные полюсы до сихъ поръ остаются недоступными, 
и потому невозможность изображен1я ихъ на картахъ въ про- 
екщи Меркатора не им-Ьеть практическаго значешя. 

Числовой примчьръ. Построить въ проекцш Меркатора 
сЬтку меридаановъ и параллелей черезъ 10' для пространства 
отъ 59° до 60° сЁверной широты такъ, чтобы главный мас- 
штабъ 5 верстъ въ 1 дюйм* былъ на параллели 9о=59°30'. 

Принимая размеры Земли по Кларку (1880 г.), т. е. 

а = 2 989 457.4 саж. и е' = 0.006 803 5 

и замечая, что для перевода саженей на сфероид* въ дюймы 
на проекщи при масштаб* 5 верстъ въ 1 дюйм* (1 : 210 000), 

84 

надо ввести множитель 210600 ^ получаемъ: 

Длина дуги параллели въ 10' = 
84а . с(?8 9о 600 . 8гп Г' 



]/1 — е 



' 5Ш* Сро 



210000" = ^•'^"'^ «^*"*- 



83. 



Л0КС0ДР0М1Я. 



169 



Зат^Ьмъ по формул* (151) или изъ таблицъ получаемъ мери- 
дханныя части I) отъ экватора; разстоянхя же в отъ южной 
рамки на проекцш (ср = 59°) получаются какъ разности посл*- 
довательныхъ 2? и 2? для ср = 59°. Частные масштабы опре- 
деляются изъ формулы (153): 



|/] — е^ згп^ ср 5бСф 

[X = — * *— 



? 



В 

въ дюйиахъ. 



въ дюймахъ. 



60° О' 
59 60 
69 40 
59 30 
59 20 
59 10 
59 О 



797-704 
794.180 
790.672 
787.182 
783.710 
780.255 
776.816 



20.888 
17-Зб4 
13.856 

10 Зб6 

6.894 
3-439 
о.ооо 



1.015 
1.010 
1.0О5 
1.000 

0.995 
0.990 

0.985 



Для самаго построетя надо провести дв* взаимно-перпен- 
дикулярныя прямыя, по оси абсциссъ откладывать известное 
число разъ (въ зависимости отъ протяжен1я проекщи по долгот*) 
1.770 дюйма, а по оси ординатъ величины й изъ вышестоя- 
щей таблицы; проведя черезъ полученный точки системы парал- 
лельныхъ прямыхъ, получимъ требуемую картографическую сЬтку . 

33. Локсодрож1я. 11роекц1я Меркатора обладаетъ весьма важ- 
нымъ для мореплавателей и ей одной присущ,имъ свойствомъ: 
на ней локсодромш изображаются прямыми. Локсодромгей (отъ 
Хо$о? — косой и 8р6(1л? — б^гъ) называется кривая, проведен- 
ная на земномъ сфероид^Ь такъ, что она пересЬкаетъ вс* ме- 
ридааны подъ однимъ и гЬмъ же угломъ. Судно, плывущее по 
локсодромш, во всЬхъ точкахъ пути сохраняетъ одно напра- 
влеше относительно странъ св'Ьта (постоянный румбъ или азп- 
мутъ). Понятно, что такое свойство локсодромш облегчаетъ 



160 ЦИЛИНДРИЧЕСК1Я ПР0ЕКЦ1И. IV. 

мореыаванхе: идя въ открытомъ океан* отъ одного порта въ 
другой по локсодромш, надо держаться одного курса во все 
время пути. Если соединить прямою на каргЬ въ проекщи Мер- 
катора порты выхода и назначен1Я5 то уголъ, образуемый этою 
прямою съ любымъ изъ паралле.1ьныхъ на карт1Ь меридхановъ, 
даетъ непосредственно азимутъ или такъ называемый курсъ 
судна. Вотъ почему карты, составленныя въ проекщи Мерка- 
тора, весьма часто называются морскими. , 

Локсодром1Я даннаго курса на поверхности сфероида пред- 
ставляетъ спиралевидную кривою, постепенно приближающуюся 
къ полюсу. Въ самомъ д'Ьл*, прочертимъ на глобус*, начиная 
отъ произвольной точки экватора, небольшую дугу большого 
круга подъ азимутомъ а > О и < 90°, т. е. лежащимъ въ пер- 
вой четверти. Такая дуга встрЬтитъ ближайштй къ востоку 
меридханъ подъ азимутомъ, немного большимъ начальнаго, но 
отклонимъ ее къ сЬверу, чтобы пересечете произошло подъ 
прежнимъ азимутомъ. Повторяя подобное построен1е дальше и 
сд*лавъ части дуть большихъ круговъ безконечно-малыми, по- 
лучимъ непрерывную кривую, которая и будетъ локсодромхею 
даннаго азимута а. Уклоняясь къ сЬверу, локсодром1я вм'ЬсгЬ 
съ т*мъ иде'гь все къ востоку, такъ что встретить вновь ме- 
рид1анъ точки своего выхода; поел* этого она вторично пере- 
сЬчетъ ВС* меридааны и т. д., непрерывно уклоняясь къ се- 
веру. Вообще при дальн'Ьйшемъ теченш локсодромхя пересЬчетъ 
каждый мерид1анъ безчисленное множество разъ и, неизменно 
стремясь къ сЁверному полюсу, никогда его, однако, не достиг- 
нетъ, потому что на полюс* пересЬкаются вс* мерйдааны, и 
тамъ нельзя вообразить элементъ кривой, образуюпцй со всЬми 
мерид1анами одинъ и тотъ же уголъ. 

Подобнымъ образомъ, начавъ локсодромою на экватор* подъ 
азимутомъ а>90° п <180°, т. е. во второй четверти, уви- 
димъ, что вся она будетъ лежать въ южномъ полушарш и, 
образуя безчисленное множество все бол*е п бол*е закручи- 
вающихся завитковъ, стремится къ южному полюсу. 
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Локсодромш, начинаюицяся на экватор* подъ азимутами въ 
третьей и четвертой четвертяхъ, симметричны вышеразсмотр'Ьн- 
нымъ и отличаются отъ нихъ только т4мъ, что первыя напра- 
вляются съ запада на востокъ, а вторыя съ востока на западъ; 
ихъ можно разсматрива1ъ, какъ обратный продолжеюя первыхъ. 

Итакъ, локсодромш представляютъ на сфероид'Ь спирале- 
видный кривыя съ безчисленнымъ множествомъ оборотовъ и 
им*ющ1я оба полюса асимптотическими 
точками. Понятно, что каждому азимуту 
соотв*тствуетъ своя локсодром1я, и ВС* 
эти локсодромш суть вообще кривыя 
двоякой кривизны. Въ частности, для 
азимутовъ а = 0° и а = 90° локсодромш 
обращаются въ плоск1я кривыя, именно 
въ меридааны и въ экваторъ; если же 
начальная точка локсодромхи съ азиму- 
томъ а = 90° лежитъ не на экватор*, '^®^^' ^^' 

а на некоторой широт*, отличной отъ нуля, то локсодромхею 
будетъ малый кругъ параллели этой широты. 

Для пояснен1я изложеннаго и вывода н*которыхъ любопыт- 
ныхъ свойствъ локсодром1и найдемъ уравнеше этой кривой на 
сфероид*. Аналитическое выражеше основного свойства локсо- 
дромш, постоянства азимута, можно представить формулою: 

1да = С 

гд* а — данный азимутъ, д. С — н*которое постоянное число. 
Разсмотримъ безконечно - малую дугу локсодромхи АВ 
(черт. 40), составляющую съ меридаанами РА и РВ уголъ а. 
Если черезъ В провести параллель С В до встр*чи съ мери- 
дханомъ точки А, то, какъ изв*стно (см. выноску на стр. 154): 

а С08 ср €[к 




СБ = 
ЛС = 



(1 — в^ згп' ср)*/« 
а {] — е^) Ф^ 



(1 — е^5ш'срЯ« 

в. Внтковек1й. — Карго граф1я. 11 
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гд* аше — большая полуось и эксцентриситетъ земного сфе- 
роида^ а ср— широта точки А, 

Изъ безконечно-мадаго треугольника АВС им*емъ: 



_ СВ _ С08^ {\ — е^ згп^ (р) (й. 



откуда 



с[к = {д а 



(1 —е')с1^ 



С08 9 (1 — в^ згп^ 9) 

Интегрируя это уравнен1е между пред1>лами ^^ и срз? при- 
поминая, что а — величина постоянная, и пользуясь обозначе- 
темъ (150), введеннымъ въ предыдущемъ § 32, получаемъ: 

Х,— \^ = 1да (1п V, — 1п V,) (155) 

Это и представляетъ уравненхе локсодром1и на сфероид*. 
Если а = 0°, то X, — Х^ = О, т. е. локсодром1я превращается 
въ мерид1анъ; если же а = 90°, то 1?^ а = оо, и для существо- 
ван1я уравнешя (155) необходимо, чтобы второй множитель 
второй части равнялся нулю, а это приводить къ равенству 
98 = 9о "Г- ^- локсодром1я превращается въ параллель. 

Если принять для начальной точки ^^ = О и Х^ = 0^ то 
уравнеше (155) превращается въ бол'Ье простое: 

\ = 1д а ,1п11 

а если принять Землю за шаръ, то 

\ = 1да.1п1д[^Ъ''^\] (156) 

Р*шая это уравнеше относительно широты ср, получимъ: 

(9(45^-ь|) =е^^^^^« (157) 

гд* ^ — основаше натуральныхъ логариемовъ. 

Изъ уравнешй (156) и (157) видно, что локсодром1я рас- 
положена на поверхности шара такъ, что по данной широгЬ ср 
получается только одна долгота X, тогда какъ по данной дол- 



33. Л0КС0ДР0М1Я. 163 

гогЬ X можно найти безчисленное множество широтъ ср. ДМ- 
ствительно, если въ уравнеши (157) полагать последовательно: 
X = О, 27С, 471 ... , т. е. въ супщости принимать долготу того 
же начальнаго меридхана, то получатся все разный непре- 
рывно возрастаюпця широты, не достигаюпця, однако, 90°, 
потому что въ этомъ случае, при конечномъ Шд а; должно 
быть Х = оо. 

Итакъ, локсодром1я, вышедшая изъ какой-нибудь точки 
экватора подъ азимутомъ а < 90°, направляется въ сЬверное 
полушар1е и, встр*тивъ вс* последовательные мерид1аны, до- 
стигнетъ подъ широтою, определяемою равенствомъ 



<^(45°-+- I) ^е^-^^оХда 



мерид1ана начальной точки, после чего снова начнетъ встре- 
чать все мерид1аны и такъ далее безчисленное множество разъ, 
постепенно приближаясь къ полюсу; но достигнуть полюса она 
не можетъ, потому что для этого вторая часть уравнен1я (157) 
должна обратиться въ безконечность, а это можетъ быть, вообще, 
лишь при X = сх). Въ частности, вторая часть обращается 
въ безконечность при со^д а = оо^ т. е. при а = О, когда 
локсодром1я представляется меридааномъ начальной точки. 

Несмотря на безконечное число оборотовъ, полная длина 
локсодром1и — величина конечная, зависящая только отъ ея 
азимута. Свойство это справедливо и для сфероида, но огра- 
ничимся доказательствомъ его для шара. Безконечно-малая 
дуга (18 локсодромш, какъ видно изъ чертежа 40, выражается 
формулой: 

й8= В \/Л^^'' -+- со? ср е/Х' (а) 

созгр^Х б?ср 

поэтому . 

с18 = в. — ^- 
С08 а 

11* 
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Если считать длину локсодром1и отъ экватора, гд* при 
9 = 0, 5 = 0, то интегралъ предыдущаго уравнен1я даетъ: 

а = -^ (158) 

С08 а ^ ' 

Длина дуги локсодромш между любыми двумя параллелями 
съ широтами 91 и срз выходить: 

. = ^1^'-=^ (159) 

С08 а ^ ' 

Это уравнеше показываетъ, что дуги локсодромш между 

равноотстоящими параллелями равны. 

Полная длина локсодромш отъ экватора до полюса выражается 

весьма просто, именно: 

тс в 



2 С08 а 

При а = 0°, 5 = I /г, а при а = 90°, 5 = ос. 

Если азимутъ а близокъ къ 90°, то при малой разности 
широтъ формула (159) неудобна для вычислешя, потому что 
представляетъ отношенхе весьма малыхъ величинъ. Въ этомъ 
случа'Ь удобнее выразить длину 5 въ функщи разности дол- 
готъ. Подставивъ въ формулу (а) значеше 

С08 ср ЛХ 



с?ср = 



{да 



получимъ: ^^ 

с18 = . с1к 
8гп а 

При малой разности широтъ величину ср можно считать 
постоянною, и тогда интегралъ этого выражен1я даетъ: 

» = ^ (^ - ^.) <'««) 

Если положить зд'Ьсь а = 90°, то получится длина парал- 
лели на широгЬ 9 между мернд1анами съ долготами X, и А^. 
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За исключешемъ частныхъ случаевъ (меридаановъ и эква- 
тора)з дуга локсодромш между произвольно взятыми точками на 
поверхности шара длиннее соответствующей д)ти большого 
круга. Это, конечно, не требуетъ зд'Ьсь доказательства, такъ 
какъ изъ Элементарной Геометрш известно, что дуга большого 
круга представляетъ кратчайшее разстояше между двумя точ- 
ками на поверхности шара. Важн'Ёе показать, что разность 
длины локсодромш и соотв'Ьтствуюи^ей дуги большого круга 
можегь быть весьма значительна. Най- 
демъ эту разность въ просгЬйшемъ 
случа*, когда об* данныя точки ле- 
жать на одной параллели, причемъ 
Землю примемъ за шаръ съ радау- 
сомъ Е. 

Пусть точки А Е В (черт. 41) 
лежать на одной параллели сь ши- 
ротою 9> и разность ихь долготь 
равна X. Обозначимь длину парал- 
лели лев, которая представляеть 
локсодромно между точками А и 5, 
черезь X, а длину дуги большого круга АН В, соединяющей 
т* же точки, черезь /. 

Длина дуги Ъ выражается, формулой: 




Ь =1 Е Л .€08"^ 



(Ь) 



Чтобы получить длину дуги /, разд^лимь уголь АР в попо- 

ламь и проведемь вспомогательный меридаань РС^', изь прямо- 

угольнаго (при вершин* Н) сферическаго треугольника АРВ 

имъемь: 

. 1.x 
згп -^-^ = 8гп ^ 008 ср 

И потому 

(8Ш^С05Ср| (с) 



/ = 2Й агс 8гп ( 8гп ^ С08 < 
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Вычитая (с) изъ (Ь), получаемъ: 

X — I = В \\со8^ — 2 агс згп Шп ^ сов <р || (с1) 

Эта формула показываетъ, что разность между дляною дуги 
локсодромш и длиною дуги большого круга, соединяющихъ дв^ 
точки, лежащ1я на одной параллели, зависитъ отъ широты <р 
и разности долготъ X. Для каждой данной разности долготъ X 
разность X — / равна нулю на экватор* (<р = 0) и на полюсЬ 
(9 = 90°), и существуетъ некоторая широта ср,, для которой 
разность Ъ — 1 достигаетъ наибольшей величины. Приравнявъ 
нулю производную выражен1я (й?) по перем'Ьнной % получимъ 
для вычислешя ср, формулу: 



VII) 



2 ) - ^'^ 2 



ом 9| = г 1 * (1^1) 



2'*« 2 



Подставивъ это значен1е ^^ въ формулу (й?), им*емъ: 
Наиб, разность Ь — I = 



= 2Е 



— агс яги 



. ,Х1 



«^2 ' 2 



(162) 



Наибольшее разстояте НС=к или, какъ его называютъ, 
наибольшее разгедииенге локсодромш и дуги большого круга 
получается изъ того же прямоугольнаго сферическаго треуголь- 
ника АРЕ; именно, такъ какъ РС = РА, то 

^^^-^^^^'^~^^^- \-^-1дРАЛдРН 
но ^^ 

{дРН = 1дРА.С08^ и ^^ = 90°—^ 
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(б) 



1 -+- со1д^ ср . С08 ^ 

Приравнявъ нулю производную этого выражешя по пере- 
м-Ьиной 9 и называя соответствующую широту черезъ <р„ по- 
дучаемъ: 

^9Ъ=усов\ (163) 

и вставивъ это значенхе (р^ въ формулу {е): 



Наиб. 1д к = 



згп' -г 

4 



уш^ 



(164) 



Въ нижесл'Ьдуюп1ей таблиц* приведены широты ?^ и со- 
отв^тствуюпця разности Л — /, а также значен1Я широтъ ср^ 
и наибольшаго разъеданешя Л для точекъ съ разностями дол- 
готъ черезъ 30°, причемъ Земля принята за шаръ съ ра- 
даусомъ ^ = 5 970 верстъ. 



Разности 
долготъ 

X 



30° 

60 

90 

120 

150 

180 



Широты 



54° 27' 
$3 35 

$2 I 

49 3« 
45 40 
39 32 



Н&1б01ьши1 раз- 
ности Ь — I 
въ верстахъ. 



14 

43 
395 
988 

2075 
3948 



Широты 

?2 



44° 30' 
42 5б 
40 4 
35 1б 
2б $8 
о о 



Разъединен1я 



I" О' 

4 7 

9 53 

19 28 

Зб 4 

90 о 



Когда точки лежать не на одной параллели, то разность 
^ — /не такъ значительна, но все же можетъ достигать со- 
тенъ и даже тысячъ верстъ. 
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Въ ц'Ьляхъ картографш следовало бы разсмотр^ть, какъ 
изображается локсодром1я на разныхъ проекщяхъ; ограничимся 
изсл^^довашемъ вида лоБсодром1и на проекщяхъ Меркатора и 
полярной стереографической. 

Если на картЬ, составленной въ проекцш Меркатора, взять 
дв* точки Ае В (черт. 43) съ широтами ср^ и 9^ и долготами 
Х^ и X, и провести прямую СВ^ параллельно экватору ^^^ то 

СВ = Ед = а (X, — X,) 

гд* а — большая полуось земного сфероида. Разстояшя АЕ 
и В^ суть меридханныя части В^ и В^у соответствующая 
широтамъ <Р| и сра, и потому по формул* (151) им*емъ: 

ЛС = Вд — АЕ = П, — В,=а {1п СГ, — 1п V,) 

Соединивъ точки А ш В прямою АВ и обозначая уголъ 
САВ черезъ а, получаемъ изъ прямоугольнаго треугольника 
АВСу принявъ въ разсчетъ предыдупця равенства: 

СВ Хд — Х| 

^^ "" "" 14С ■" 1п г/, - 1п и, 

откуда \^-\^={да(1пи,-1пи,) 

Такъ какъ это уравнеше тождественно уравненш (155) 
локсодромш на сфероид*, то ясно, что локсодромхя^ на проекцш 
Меркатора изображается прямою АВ^ соединяющею данныя 
на карт* точки А и 5, а уголъ а, образуемый прямою АВ 
съ мериданомъ точки Ау представляетъ азимутъ локсодромш 
на сфероид*. 

Чтобы найти уравнеше локсодромхи на полярной стереогра- 
фической проекцш, подставляемъ въ формулу (47) ^й = 1 и 
6 = 90° — 9; она обратится тогда въ сл*дующую: 

р = 1д (45°- у) = 00^^7(45° + |-) 
откуда .1 
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На стереографическихъ проекцкхъ углы сохраняютъ свою 
величину на шар*, поэтому при переход* отъ уравнетя,(156) 
локсодромш на шар* къ ея уравненш на проекцш, достаточно 
подставить въ него только что полученное выражеше, такъ что 
уравнеше (156) превратится въ следующее: 



откуда 



X =1 1д а . 1п — = — 1д а . 1п р 



(165) 




Такимъ образомъ на стереографической проекщи локсодром1я 
представляется логартмическою спиралью— Щ1^т}!д^ образую- 
щею со своиамъ рад1усомъ векто- 
ромъ постоянный уголъ а. Для боль- 
шей ясности на чертеж* 42 пред- 
ставлено въ полярной стереографи- 
ческой проекцш н*сколько локсо- 
дроме для азимутовъ, различаю- 
щихся на 15°. Исходя изъ одной 
общей точки на экватор* съ дол- 
готою 0°, ВС* эти локсодром1и 
стремятся къ полюсу, образуя око- 
ло него безчисленное множество ^^р"^* ^^' 
оборотовъ, которые всл*дств1е мелкаго масштаба чертежа не 
могли быть изображены ц*ликомъ. 

Приведемъ, кстати, нЬсколько любопытныхъ выводовъ, отно- 
сящихся къ локсодром1и въ стереографической проекщи. 

Дифференщалъ дуги из въ полярныхъ координатахъ вы- 
ражается формулою: 

Въ нашемъ случа* уравнеше (165) даетъ: 

ар = — е-^^''^^^.со1да.а\ 

Подставивъ это выражете п значеше р изъ (165) въ пре- 
дыдущую формулу и интегрируя отъ X = 0° на экватор* до 
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произвольной долготы X, получаемъ: 

1 -р 

5 = 

сов а 

полная же длина («о) локсодромш, несмотря на безчисленное мно- 
жество оборотовъ, оказывается конечною величиною; именно, 
такъ какъ для X = оо, т. е. для полюса, р = О, то 

5^ = вес а (166) 

Подобнымъ образомъ площадь Р, ограниченная локсодро- 
М1ею на стереографической проекцш и радаусами векторами 
къ точк* на экватор*, гд* р = 1, и къ какой-нибудь другой, 
выходить: 

полная же площадь (Ро) локсодромш, считая и всЬ части, за- 
крываюпця одна другую, оказывается 

Д=^ (167) 

Наконецъ, для ращса кривизны К у который въ логариеми- 
ческоЁ спирали выражается весьма простою формулою 

получаемъ: к = р.совеса (168) 

Т. е. при данномъ азимугЬ. а рад1усъ кривизны локсодромш 
непрерывно уменьшается отъ экватора къ полюсу, а для 
разныхъ Л0КС0ДР0М1Й, но при одинаковомъ удалети р отъ 
полюса, радхусъ кривизны гЬмъ больше, ч'Ьмъ азимутъ а 
меньше. 

Въ нижеследующей таблиц* приведены численный значешя 
длины дуги, площади и радтуса кривизны локсодром1й, изобра- 
женныхъ на чертежЬ 42, и при рад1ус* шара И = 1] рад1усы 
кривизны даны лишь для точекъ кривыхъ съ р = 1. 
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К 



(Г 
15 
30 
45 
60 
75 
90 



1.000 

1.035 

1.155 
1.414 
2.000 

3.864 
оо 



0.000 

0.067 
0.144 

0.250 

0.433 
0.933 

оо 



оо 
3.864 

2.000 
1.414 
1.155 

1.035 

1.000 



34. Нав1гац10нныя задачн. Польза и даже необходимость 
проекщп Меркатора для мореплаван1я выясняется на р1^шенш за- 
дачъ навыгацщ отдЬла кораблевождеюя, занимающагося опре- 
д^лешемъ м^ста корабля на мор* помощью компаса и лага *). 



*) Лг.гъ служить для изм-Ьрешя скорости хода судна; онт» состоять 
изъ деревяннаго сектора съ вделанной вт» его дугу свинцовой пластин- 
кой, заставляющей секторъ держаться въ вод-Ь вертикально. Къ верши- 
не сектора привязанъ конец!» лаглиня— топкой веревки около юо саже- 
ней длины, а отъ двухъ концовъ дуги сектора идутъ веревочки, соеди- 
ненныя сь лаглинемъ такъ, что когда он-Ь натянуты, плоскость сектора 
располагается перпендикулярно къ лаглиню. На лгглян^ въ разстояти 
длины судна отъ лага вплетенъ кусокъ флагдука, а зат^мъ идутъ подраз- 
д-Ьлешя: черезъ каждые 48 футовъ вплетены веревочки съ I, 2, з- • узлами; 
по середин-Ь между ними петельки, а по середин'Ь между веревочками съ 
узлами и петельками— комчихт^. Такимъ образомъ лаглинь разд^^енъ на 
узлы и ихъ части {'/а и ^/4). Лагь выбрасывается въ воду, гд"Ь онъ плава- 
етъ вертикально и остается неподвижнымъ, а лаглинь разматывается съ 
вьюшки^^ пом']&щенной на судн'^Ь. Наблюдатель, зам-Ьтивъ что флажный ку- 
сокъ вышелъ за бортъ, поворачнваетъ зо-ти секундную склянку (песоч- 
ные часы) и, когда склянка опорожнится, отсчитываетъ число узловъ и 
ихъ долей на лаглнн-Ь, что можно сд^ать даже въ темног]^ ощупью. 
Всл^дств1е небольшого движетя (дрейфа) лага, пространство въ одинъ 
узелъ выходить немного больше 48, именно 5 1 Фу^~ь, а такъ какъ $ I футъ 
составляеть приблизительно стодвадцатую долю 6о8о ф. (одной морской 
мили), а 30 секундъ— стодвадцатую долю часа, то выходить очень про- 
стое правило: сколько узловъ отсчитано на лаглшгЬ по истечеши одной 
склянки, столько морскихъ миль судно проходить въ I часъ. Наприм^^ръ, 
скорости X узловъ соотв-Ьтствуеть 8 миль (около 14 версть) въ часъ Въ 
настоящее время, вм-Ьсто описаннаго простого лага, на большихъ судахъ 
прим^Ьняють механическ1й лагь въ вид'Ь щшиндра съ винтовыми крыльями 
и счетчикомъ. 
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Такъ какъ на проекщи Меркатора локсодром1я изобра- 
жается прямою, то соединивъ дв4 точки А и В (черт. 43). 
широты и долготы которыхъ известны, прямою, получимъ не- 
посредственно направлете локсодромш, причемъ уголь а, обра- 
зуемый лин1ей АВ съ меридааномъ АС даетъ прямо азимутъ 
локсодромш. 

Отложивъ на АВ истинное разстояше АЬ = 8 по локсо- 
дромш въ главномъ масштаб* и проведя параллели СВ и сЬ 
точекъ В п Ь^ получимъ два прямоугольныхъ треугольника 

АВС и Адс^ въ которыхъ: 

Ас = 8.С08 а 

сЬ = 8.8гп а 

СВ = лада 

Отр'Ьзки Ас, АС и СВу выра- 
женныя въ морскихъ миляхъ или ми- 
нутахъ дуги экватора, суть истин- 
ная и меридаанная разности широтъ 
и разность долготъ. Разстоянхе 5 называется плаванкмг, 
длина сЬ — отшествгемЪу а азимутъ а — курсомъ. Съ этими 
обозначен1ями предыдущ1Я формулы можно представить въ та- 
комъ вид*, общеупотребительномъ въ навигащи: 

Разность широтъ = плаван1ю . С08 курса 

Отшествхе = плаватю . 8гп курса (169) 

Разность долготъ = Мер. разн. широтъ . 1д курса 

При помощи этихъ формулъ р-Ьшаются разный навигащон- 
ныя задачи, причемъ вычислеше заменяется весьма простым 
построен1ями. Приведемъ зд*сь р^шеше двухъ наиболее часто 
встречающихся задачъ. 

1. Даны широты (ср^, 9«) и долготы (X,, Х^) портовъ вы- 
хода и назначешя. Определить курсъ а и плаваше 5, т. е. 
разстояше точекъ по дугЬ локсодромаи. 



Черт. 43. 
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Соединивъ на картЬ данныя точки А е В (черт. 43) 
прямою АВ, непосредственно изм*ряютъ транспортиромъ курсъ 
а = /. САВ. Загбмъ берутъ циркулемъ длину АВ и прикла- 
дываютъ къ боковой рамк-Ь карты такъ, чтобы середина раз- 
СТ0ЯН1Я между ножками циркуля пришлась приблизительно на 
середин* прямой АО: отсчитанное по рамк* число минуть 
даетъ плаван1е ^ въ морскихъ миляхъ. 

Эта задача служитъ для опред'Ьлешя курса и плаван1я по 
данному географическому положенш портовъ выхода и назна- 
чешя. 

2. Даны курсъ а и плаван1е 5. Опред1Ьлить м'бсто корабля. 

Изъ начальной точки А съ помощью транспортира прово- 
дятъ прямую АВ по данному курсу а. По этой прямой надо 
отложить данное плаванхе в, увеличенное въ масштаб* широ- 
ты; для этого на гЬхъ приблизительно широтахъ, гд* нахо- 
дятся данная и определяемая точки, на боковой рамк* карты 
берутъ циркулемъ число градусовъ и минутъ, равное числу 
миль въ плаваши 5, и полученную длину откладываютъ по АВ 
отъ А къ В; точка В и будетъ искомымъ м^стомъ корабля. 

Эта задача решается для опред'Ьлен1я м^ста въ пасмур- 
ную погоду, когда известны только курсъ и плаваше. 

Графичесюе пр1емы опред'Ьлен1я места корабля называются 
прокладкою и даютъ вполн* удовлетворительные результаты 
потому, что в^тры и течен1я могутъ отнести въ сторону 
больше, чЬмъ ошибка прокладки. Если разстоятя значи- 
тельны, то приб-Ьгають къ вычислен1ямъ по формуламъ (169) 
или пользуются особыми таблицами. 



Локсодромой длинн'Ье дуги больпюго круга, проведенной че- 
резъ гЬ же дв* точки, и потому, теоретически, выгоднее плыть 
по дугЬ большого круга; но кораблемъ правятъ по компасу, и 
при постоянномъ курс* онъ невольно идетъ по локсодром1и. 
Для двухъ близкихъ точекъ разница въ путяхъ по локсодро- 
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М1И И ПО дугЬ большого круга незначительна, а выгода плыть 
съ постояннымъ курсомъ такъ велика, что и теперь вс* суда 
сл'Ьдуютъ по локсодром1и; если же надо совершить переходъ 
черезъ океанъ, въ тысячи верстъ, то потеря времени и уве- 
личен1е издержекъ на топливо (при паровыхъ судахъ) им'Ьютъ 
существенное значете и побуждаютъ держаться дуги большого 
круга. Эта дуга образуетъ съ последовательными мерид1анами 
непрерывно изм^няюпиеся углы, и править кораблемъ по ком- 
пасу такъ, чтобы онъ шелъ 
точно по дугЬ большого круга, 
невозможно. Для сокращешя 
разстояшя и сохранен1я.преи- 
муществъ плаваюя по локсо- 
дромы, на существующ1Я кар- 
ты въ проекщи Меркатора 
наносятъ дугу большого кр^та 
и плывутъ по ряду локсодро- 
М1й, проложенныхъ между от- 
д'Ь.тьными точками дуги боль- 
шого круга. Въ такомъ случа* курсъ приходится мЬнять не 
непрерывно, а последовательно, при переход* отъ одной лок- 
содромш къ другой. 

Разсмотримъ видъ дуги большого круга на карт* въ про- 
еюци Меркатора. Вообразимъ въ сЬверномъ полушар1и дв* 
точки А и В (черт. 44), изъ которыхъ вторая лежитъ се- 
вернее и восточнее первой; дуга большого круга, проведенная 
черезъ эти две точки, образуетъ съ последовательно пересе- 
каемыми меридханами азимуты, непрерывно увеличиваюпцеся 
отъ первой точки ко второй. Если те же две точки соединить 
локсодром1ею, то постоянный уголъ, составленный ею со все- 
ми меридаанами, имеетъ некоторую промежуточную величину 
между крайними значен1ями азимутовъ дуги большого круга; 
следовательно, локсодромхя должна лежать на всемъ своемъ 
протяженш южнгье дуги большого круга. Локсодром1я изобра- 




Черт. 44. 
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жается въ проекщи Меркатора прямою АВ^ а дуга большого 
круга некоторою кривою АСВ^ лежащею на всемъ своемъ 
протяженш стернп^ локсодромш и потому обращенною выпук- 
лостью къ полюсу. 

Нетрудно представить себ* относительное расположен1е 
дуги большого круга и соответствующей локсодром1и при вся- 
комъ другомъ выбор* двухъ точекъ. Вообще дуга большого 
круга лежитъ^ какъ выражаются моряки^ поллрнтье локсодро- 
М1И. Когда одна точка расположена въ с*- 
верномъ, а другая въюжномъ полушар1и, 
то дуга большого круга можетъ и пере- 
секать локсодром1ю. Об* кривыя совпа- 
даютъ, если выбранный точки лежать на 
одномъ меридтан* или на экватор*. 

йзъ черт. 44 видно, что на проекщи 
Меркатора дуга большого круга длинн-Ье 
локсодромш, но это не значитъ, что она 
длиннее и на земной поверхности: при 
удаленш къ полюсу масштабъ на проек- 
цш Меркатора становится крупнее (той же 
дугЬ соотв*тствуетъ меньшее число миль), и истинная длина 
дуги АС В короче прямой АВ. 

Точка С д>ти большого круга^ наиболее удаленная отъ 
локсодром1и, называется точкою наибольшаго разъедииетя: 
въ этой точк* касательная къ кривой А С В параллельна пря- 
мой АВ, и, следовательно, курсъ одинаковъ съ локсодроми- 
ческимъ. 

При построенш дуга большого круга на карт* въ проекщи 
Меркатора различаютъ два сл)^ая: 1) когда разстояте между 
точками незначительно (не бол*е 500—1000 верстъ), и 2) 
когда оно больше. 

1) Положимъ, что точки А т В (черт. 45) расположены 
не дал*е 500—1000 верстъ (въ зависимости отъ широты) 
одна отъ другой. Проведя меридааны РА и РВ изъ полюса 
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176 ЦИЛИНДРИЧЕСК1ЯПР0ЕКЦ1И. IV. 

Р^ получимъ сферическШ треугольникъ РАВ^ въ которомъ 
изв-Ьстны дв* стороны: АР = 90° — у и ^5Р = 90° — ?! и 
уголъ между ними АРБ = X. По этимъ даннымъ съ помощью 
аналопй Непера легко вычислить углы А и В, называемые 
углами положетя: 



^9 — 5 = <^^^9 о 



2 ^ 2 . ср, ч-ф 



. Б - ^ ^ X ^'"^ 2 
^5^ — -.т — = со1д 

С08 ' 



(170) 



Пусть С — точка наиболыпаго разъединен1я. Положен1е 
ея опред'Ьляется гЬмъ, что уголъ РСВ равенъ локсодромиче- 
скому курсу, получаемому прочерчиватемъ локсодром1и на каргЬ 
въ проекцш Меркатора. Назовемъ этотъ курсъ буквою а. Гео- 
графическая широта 9о и долгота / (считая отъ мерид1ана 
точки А) точки наибольшаго разъединенхя получаются р-Ьше- 
темъ сферическаго треугольника АР (7 по данной сторон* 
АР = 90°— 9 и двумъ угламъ: РСА = \Ж-а}^ РАС=А, 
именно: 

С08 сро = згп А.соз^. созес а 

Построеше дуги большого круга АС В (черт. 44) на карт* 
въ проекщи Меркатора совершается сл'Ьдующимъ образомъ: 

Въ данныхъ точкахъ А и В при помощи транспортира 
строятъ углы положешя А п В^ вычисленные по формуламъ 
(170); получаются дв* касательный къ дугЬ АС В въ точкахъ 
А и I?. По географическимъ координатамъ, вычисленнымъ по 
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формуламъ (171), наносятъ на карту точку С и проводятъ 
черезъ нее третью касательную по изв-Ьстному локсодромиче- 
скому курсу. ЗагЬмъ проводятъ отъ руки непрерывную кривую 
такъ, чтобы три указанный прямыя были ея касательными. 
Измеряя транспортиромъ углы между частями кривой и со- 
ответствующими меридаанами, нетрудно им*ть курсъ въ любой 
точк* кривой АСВ и этимъ получить несколько локсодромй, 
совокупность которыхъ мало 
отойдетъ отъ дуги большого 
круга. 

2) Если разстояше между 
данными точками очень ве- 
лико, то трехъ касательныхъ, 
очевидно, недостаточно, и не- 
обходимо вычислить геогра- 
фическое положенхе н^сколь- 
кихъ промежуточныхъ точекъ 
дуги большого круга. Для этого, 
поел* опред^лешя угловъ положешя А т В т формуламъ 
(170), вычисляютъ географическгя координаты вершины боль- 
гшпо круга, т. е. той точки Н (черт. 46) большого круга АВ^ 
гд* онъ достигаетъ наибольшей широты. 

Широта 6 и долгота Ь (считая отъ меридаана начальной 
точки А) точки Н получаются р^щешемъ прямоугольнаго при 
Е сферическаго треугольника АРН по даннымъ гипотенуз* 
АР = 90° — ср и углу А, именно: 

С08 6 = С08 ср 8%П А 

со1д Ь = згп ^ (д А 

Вообразимъ между конечными точками А ж В рядъ про- 
межуточныхъ точекъ а, й..., лежащихъ на дугЬ большого 
круга АВ и им-Ьющихъ долготы, сл^дуюпця, наприм*ръ, че- 
резъ 10° (^АРа = 10\ А АР6 = 20°...); тогда ши- 
роты ф', 9".-. т*хъ же точекъ а, Ь,,, легко получить по 

в. Ввтковек!й.— Картогр&ф1я. 12 



Ч:врт. 46. 



(172) 
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формулаыъ: 



1д ср' =1дЬ С08 {Ь — 10°) 
1д ^» = 1дЬш{Ь — 20°) 



(173) 



Зная широты и долготы точекъ а, Ь.,.^ нетрудно нане- 
сти ихъ на карту и провести черезъ нихъ непрерывную кри- 
вую, которая и изобразить требуемую дугу большого круга, 
поел* чего въ любой ея точк* можно брать курсъ, какъ 
объяснено выше, въ конц* изложен1Я 1-го случая. Впрочемъ, 
курсы К^ т. е. углы РаВ, РЪВ,.. при точкахъ а, Ь... 
можно получить и вычислен1емъ по формуламъ: 

С08 К! = вгп в 8гп {Ь — 10^) 

С08 К'^ = згп в згп (X — 20°) (174) 



Необходимо заметить, что вычислен1я по формуламъ (170)— 
(174) можно производить пяти и даже четырехзначными ло- 
гариемами: во-первыхъ, формулы эти выведены въ предположе- 
ши, что Земля— шаръ, а во-вторыхъ, в*теръ и теченхя, хотя и 
принимаются въ разсчетъ, но все же могутъ отнести судно въ 
сторону; следовательно, большой точности зд^сь ожидать нельзя. 
Въ ясную погоду положеше судна опред'Ьляютъ астрономиче- 
скими наблюденхями, посл'Ь чего повторяютъ вычислешя для 
прокладки новой дуги большого круга отъ полученной изъ на- 
блюдетй точки до порта назначеюя. 

Числовой примтьръ. Построить щт^ большого круга на каргЬ 
въ проекщи Меркатора между портами: Гамильтонъ (Бермудсие 
острова, 9 = 32° 15', X = 65° 5' отъ Гринича) и Брестъ (на 
западномъ берегу Францш, ср^ = 48° 24', Х^ = 4° 30'). 

По формуламъ (170) получаемъ: 

А = 86° 37' В = 51° 36' 
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ЗатЬмъ непосредственно съ карты или по формул*: 
МСк^ —ХУзгп 1" 



(д а = 



1д(д1^^Ьч-^^-1д{д(4Ьч^1) 



легко получаемой изъ третьей формулы группы (169), опред*- 
ляемъ локсодромически курсъ а = 70° 35'. 

Дал'Ье, по формуламъ (171) и (172) вычисляемъ: 

<р, =45^21' 1= 29^42' 



6 = 48 29 



^ = 56 3 



И наконецъ по формуламъ (173) и (174) получаемъ следую- 
щую табличку широтъ и курсовъ точекъ, различающихся на 
10° по долгот*: 



Долготы. 



Широты. 



Х-10° 
Ь — 20 

^-зо 

л — 40 

^-5о 

Х-60 



^8° 6' 

42 25 

45 2б 

47 21 

48 20 
48 25 



Курсы. 



57^23' 
6з 51 
70 48 
78 3 
85 28 
92 57 



По этимъ точкамъ легко уже построить всю дугу большого 
круга, какъ показано на чертеж* 44. 

Длина дуги большого круга, связывающей названные два 
порта, равна 47° 34' = 2854 морскимъ милямъ; длина же лок- 
содромш графически по каргЬ или по формул*: 



8 = 



91 — ? 
С08 а 



оказывается равною 2914 м. миль, такъ что сокращен1е раз- 
СТ0ЯН1Я при плавати по дугЬ больпюго кр)та вместо локсо- 
дромш составляетъ зд*сь всего 60 морскихъ миль или около 
104 верстъ. 

12* 
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Взам'Ёнъ этихъ вычислешЁ можно пользоваться особымъ 
построенхемъ, придумалнымъ Росселемь, На чертежЬ, сд-Ь- 
ланеомъ въ масштаб* применяемой на судн* карты, въ про- 
екцш Меркатора, проведены проекцш болыпихъ круговъ, ел*- 
дующихъ черезъ каждые 2° ихъ наклонешя къ экватору. Для 
построеюя проекцш большого круга, соединяющаго дв* данныя 
точки накладываютъ на карту листъ прозрачной бумаги и, 
назначивъ на немъ об* данныя точки и экваторъ, переносятъ 
этотъ листъ на чертежъ Росселя, гд*, совм*стивъ экваторы, 
двигаютъ его вправо или вл1>во, пока об* нанесенныя точки 
не окажутся на проекщи одного большого круга, или въ про- 
порщональномъ удалети отъ двухъ смежныхъ. ЗагЬмъ на 
прозрачной бумаг* прочерчиваютъ соотв*тствующую часть 
дуги большого круга и, перенеся ее снова на карту, переда- 
вливаютъ прочерченную кривою. 

35. Проекц1я Уэтча. Англйсшй ученый Уэтчъ предложилъ 
перспективную цилиндрическую проекцш, сущность которой за- 
ключается въ томъ, что ВС* точки поверх- 
ности шара проектируются изъ центра на 
касающхйся шара цилиндръ, а зат*мъ 
цилиндръ разр*зается по одной изъ обра- 
зующихъ и развертывается на плоскости. 
Построеше видно на черт. 47; Е^ — 
экваторъ, по которому цилиндръ касается 
шара. Проекщи точекъ Т и II полу- 
чаются въ ^ я щ лежащихъ на перес*- 
ченш продолжешй радхусовъ ОТе 011 съ 
поверхностью цилиндра. Нетрудно понять, 
^^^' ' что прямоугольный координаты х\1у точки 

съ широтою ср и долготою X выразятся на проекщи формулами: 




х = Е\ 

у = В1д^ 



{\Щ 
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гд* к — рад1усъ земного шара, уменьшенный въ требуемомъ 
главномъ масштаб']^. 

Частные масштабы по меридаанамъ и параллелямъ предста- 
вляются сл*дующимъ образомъ: 



их 



(176) 



п = 



= 8ес ср 



В 008 ср (Гк 
Масштабъ площадей р = зес^ 9 
Наибольшее искажеше угловъ, по формул* (10), выходить: 



О) - ср 

8гп — = 1д^ -^ 



Въ нижеследующей таблиц* приведены элементы разсма- 
триваемой проекцш при радхусЬ шара В = \\ ордината у 
обозначена для сравнен1я съ проекщей Меркатора буквою В. 
Легко заметить, что эти элементы тождественны съ элемен- 
тами центральной проекцш (см. таблицу на стр. 62). 



? 



В 



т 



п 



О) 



90° 

75 

60 

45 

30 

15 

о 



оо 

3732 
1.732 

1.000 

0.577 

0.268 
0.000 



оо 
14.923 
4.000 

2.000 

1-333 

1.072 
1.000 



оо 
3.864 

2.0ОО 
1.414 
1.155 
1.035 
1.000 



оо 

57.676 

8.000 

2.828 

1.540 

1.110 
1.00О 



18о^ о' 

72 9 

38 57 

19 45 

8 14 

I 59 
о о 



Проекщя Уэтча никогда не применялась для построеюя 
географическихъ картъ и приводится зд-Ьсь только для того, 
чтобы не смешивать ея съ проекщею Меркатора. Д'Ьло въ томъ. 
что по вн'Ьшнему виду об* проекцш действительно сходны: 
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на оЬ^иаъ промежутки между параллелями непрерывно возра- 
стаютъ, и полюсы вовсе не могутъ быть изображены; но мери- 
даанныя части на проекщи Уэтча больше^ ч'Ьмъ на проекщи 
Меркатора, и она не сохраняетъ подоб1я въ безконечно-малыхъ 
частяхъ, т. е. не равноугольна. Зам'Ьтимъ еще, что авторъ пред- 
ложилъ ее въ качеств* поперечной цилиндрической проекщи. 

36. Поперечный цшндрпест проевци. Въ вышеразсмо- 
тр'Ьнныхъ цилиндрическихъ проекщяхъ воображаемый цилиндръ, 
служапцй для построетя, брался касательнымъ къ земному 

шару по экватору. Всл'Ьдствхе этого, 
какъ легко вид-Ьть изъ формулъ для 
масштабовъ, наименьшее искажеше 
оказывается для странъ, расположен- 
ныхъ вблизи экватора; по м'Ьр'Ь уда- 
летя отъ экватора искаженщ непре- 
рывно возрастаютъ и подъ высокими 
с']^верными и южными широтами во- 
обще весьма значительны. Если бы 
воображаемый цилиндръ касался не 
экватора, а средняго мерид1ана страны, 
растянутой по широт* и сжатой по долгот*, то на протяженш такой 
страны можно было бы достигнуть гораздо меньшихъ искаженШ. 
Проекщи на цилиндр*, касающемся какого-нибудь мери- 
д1ана, называются поперечными цилиндрическими проекщями; 
на такихъ проекщяхъ мерид1аны и параллели не представляются 
прямыми, но такъ какъ въ крупномъ масштаб* вс* проекщи 
строятся по точкамъ, то это неудобство не им*етъ практиче- 
скаго значешя. 

Найдемъ связь между сферическими координатами любой 
точки относительно мерид1ана касашя и экватора и координа- 
тами географическими. 

Пусть ср и X — широта и долгота произвольной точки А 
(черт. 48), причемъ долгота считается отъ начальнаго мери- 
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дааеа РО^ вдоль которого цилиндръ касается шара. Проведемъ 
изъ А дугу большого круга АМ^ перпендикулярно къ началь- 
ному меридаану, и назовемъ дуги АМ и МО соответственно 
черезъ ср^ и Х^. Продолживъ дугу Л/^1 до встречи съ эква- 
торомъ 02^ въ точк* ^, им^емг изъ прямоугольнаго при вер- 
шин* N сферическаго треугольника N А(1\ 

згп ср, = С08 ф згп X 

Г ^ (177) 

1д Л, = (д^ вес л 

Вычисливъ по этимъ формуламъ сферическ1я координаты 
ср, и Х^ всЬхъ точекъ перес'Ьчен1я меридановъ и параллелей 
на шар*, нетрудао загЬмъ получить ихъ прямоугольнью ко- 
ординаты относительно двухъ взаимно перпендикулярныхъ пря- 
мыхъ, изъ которыхъ ось л;-овъ представляетъ на проекщи эква- 
торъ, а ось^у-овъ— меридаанъ касатя, за который принимаютъ 
среднШ меридханъ страны. Формулы, служаиця для вычислен1Я 
прямоугольныхъ координатъ, зависятъ отъ поставленныхъ тре- 
бован1й; приведемъ наиболее часто прим-Ьняемьт. 

1) Для простой поперечной цилиндрической проекцш, со- 
ответствующей квадратной: 

х = В^, у = т, (178) 

2) ]1^ш равновеликой поперечной цилиндрической проекщи, 
соответствующей изоцилиндрической: 

х = Е8гп^, у = Як, (179) 

3) Для равноугольной поперечной цилиндрической проек- 
щи, соответствующей проекщи Меркатора: 

х = В1п1д (45° -»- -у) У = Як, (180) 

Во всехъ случаяхъ вспомогательный координаты ср^ и Х^ 
вычисляются по формуламъ (177). 

Какъ было уже упомянуто выше, поперечный цилиндриче- 
СК1Я проекщи особенно пригодны для странъ, вытянутыхъ вдоль 
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IV. 



меридхана и сжатыкъ по долгогЬ; на нихъ можно, наприм'Ьръ, 
изобразить всю Америку съ меньшими искажешями, ч*мъ на 
цилиндрическихъ проекщяхъ на цилиндр*, касающемся Земли 
по экватору. 

37. Ковыя цми1дрнческ1я проекщи. Если страна вытянута 
не по меридаану, а вдоль какого-нибудь большого круга, то 

прим'Ьняютъ носыл цилиндри- 
чесшя проекцш, именно: та- 
кую страну проектируютъ на 
цилиндръ, касаюпцйся зем- 
ного шара по большому кругу, 
представляющему, такъ ска- 
зать, осевое направлеше стра- 
ны. Эти проекцш отличаются 
отъ поперечныхъ цилиндриче- 
скихъ проекщй лишь несколь- 
ко бол']&е сложнымъ вычисле- 
шемъ вспомогательныхъ сфе- 

Черт. 49. ^. 

^ рическихъ координатъ <р^ и Х^ 

для каждой точки перес'Ьчен1Я меридаановъ и параллелей. 
Пусть ММ^ (черт. 49) представляетъ дугу большого круга, 
вдоль котораго цилиндръ касается шара; эту дугу можно опре- 
делить положешемъ точки О пересЬчетя ея съ экваторомъ ^^^ 
и угломъ г наклонешя ея къ экватору. Полюсъ Р^ дуги ММ^ 
отстоитъ отъ полюса Земли Р на дугу РР, = г. Для каждой 
точки А съ географическими координатами у и X легко вы- 
числить сферичесюя координаты АМ=^^ и МО — )<у изъ 
сферическаго треугольника РР^А со сторонами РА =90° — 9? 
РР, = г\ АР, = 90° - ?, и углами АРР, = 90° - X, 
РРД = 90° — Х^; по формуламъ Сферической Тригонометр1я 
имеемъ: 

8гп ф. = 8гп Ф С08 г -^ соз ф згп г згп X 

(181) 
{д X, = {1д ^ згпг — соз г згп X) зес X 
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При 1 = 90° эти формулы обращаются въ формулы (177). 

Частные случая косыхъ цилиндричвскихъ проевщй совер- 
шенно аналогичны частнымъ случаямъ поперечныхъ, и прямо- 
угольный координаты точекъ можно вычислять по приведен- 
нымъ выше формуламъ (178)— (180). 

11р1шп^чанге. Уголъ наклонешя (г) большого круга и по- 
ложеше точки пересЬченхя этого круга съ экваторомъ можно 
определить или графически на глобусЬ, гд* для каждой страны 
нетрудно провести отъ руки осевую линш, или вычислешемъ 
по даннымъ географическимъ координатамъ двухъ точекъ та- 
кой осевой лиши. 

Пусть даны широты ср^ и ^2 и долготы Х^ и Х, двухъ то- 
чекъ на поверхности Земли; найти уголъ наклонешя г и дол- 
готу Х^ точки пересЬчешя съ экваторомъ большого круга, про- 
веденнаго черезъ указанный дв* точки. 

Проведя мерид1аны двухъ данныхъ точекъ и дуг)^ большого 
круга, ихъ соединяющую, получимъ сферически треугольникъ 
со сторонами 90° — ср^, 90°— ^2 и угломъ между ними Х^- Х^; 
означивъ уголъ, образованный при первой изъ разсматривае- 
мыхъ точекъ, черезъ К^ им'Ьемъ: 

^дК = , ^^-^ ^^ - ^'^ ,, ^ (188) 

ЗатЬмъ изъ сферическаго тре)тольника (образованнаго пер- 
вою точкою, полюсомъ и точкою пересЬчешя съ экваторомъ 
большого круга, проведеннаго черезъ об* данныя точки), въ ко- 
торомъ дв* стороны суть 90° — ср, и 90°, а углы 90° — г. 
К и Х^ — Х^, имЬемъ: 

созг = С08 9, 8гп К 

(183) 
1д (Хо — Х^) = — згп 9, (д К. 

Чглсловой примгьръ. Найти положеше большого кр^та для 
построен1я въ косой цилиндрической проекщи карты всей 
Америки. 
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Центральныя точки С'Ьверной и Южной Америкъ им']^ютъ 
географичешя координаты: 

Ф, =3 н- 40^ X, = — 95° I 

,.о ^ п^о ^тъ Гринича. 

9а = — 15 л^ = — 60 ) 

По формул* (182) получаемъ: К= 141'^55', а загЬмъ 
по формуламъ (183): г=6Г48' и Х, = — 68°16/. 



V. 

Коничеешя проекцш. 

38. Общая теор1я. Для построешя коническихъ проекщй 
воображаютъ конусъ, касательный кь земному шару или его 
перес'Ькаюпцй. На этотъ конусъ по изв4стнымъ правиламъ пе- 
реносятъ меридханы и параллели; загЬмъ конусъ разр-Ьзають 
по одной изъ образующихъ и развертываютъ на плоскости. 
Коничеешя проекцш чаще всего прим-Ьняють для небольшихъ 
частей, наприм'Ьръ, для отд'Ьльныхъ странъ, потому что на нихъ 
удается достигнуть весьма малыхъ перем*нъ частныхъ масшта- 
бовъ. Коническ1я проекщй особенно пригодны для странъ, рас- 
тянутыхъ въ направленш какого-нибудь малаго круга шара, 
напримЬръ, вдоль параллели: искажете не зависитъ отъ про- 
тяжешя параллели и выходить одинаковымъ на пространств'Ь 
полныхъ 360° по долгот*. 

Положен1е конуса можетъ быть произвольнымъ, но въ наи- 
более распространенныхъ проекщяхъ ось конуса совпадаетъ 
съ осью вращен1Я Земли; выборъ же параллели касашя или 
двухъ параллелей с*чен1я сообразуется съ предельными па- 
раллелями страны. Въ просгЬйшихъ случаяхъ для касатель- 
наго конуса широта параллели касашя берется среднею ариеме- 
тическою изъ широтъ предельныхъ параллелей; сЬкупцй же 
конусъ выбирается такой, чтобы параллели с'Ьчен1Я приходились 
въ равныхъ разстоятяхъ отъ крайнихъ и средней параллелей. 

Теор1я коническихъ проекщй заключаетъ въ себ* теорш раз- 
смотр'Ьнныхъ выше зенитальныхъ и цилиндрическихъ проекщй, 
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потому что эти посл'Ьдшя представляютъ лишь пред'Ьльные 
случаи соотв'Ьтствующихъ коническихъ проекщй. Именно, 
при увеличенш угла при вершин* конуса до 180° ко- 
нусъ обращается въ плоскость, а при уменьшети до 0° — въ 
цилиндръ. 

На всЬхъ т^хъ коническихъ проекцгяхъ, гд-Ь ось конуса 
совпадаетъ съ осью вращешя Земли, меридааны изображаются 
системою лучеобразно расходящихся изъ одной 
точки прямыхъ, а параллели — системою дугъ 
концентрическихъ круговъ, обпцй центръ кото- 
рыхъ лежитъ въ точк*- пересЬчешя мерид1а- 
новъ; на такихъ проекцхяхъ меридааны и па- 
раллели пересекаются подъ прямыми углами. 
Если проекщя строится на конус*, касаю- 
щемся шара вдоль параллели съ данною широ- 
тою 9о? то углы, составляемые отдельными ме- 
рид1анами на проекщй, равны такъ называемому 
схождеит меридгановь на параллели касан1я. 
Пусть РА и РВ (черт. 50) — два меридаана 
съ разностью долготъ X. Плоскости этихъ меридааповъ пере- 
сЬкаютъ плоскость параллели касанхя АВ по прямымъ АО и 
ВО у а поверхность касательнаго по этой параллели конуса по 
образующимъ А^ и В^. Если поверхность конуса развернуть 
на плоскости, то дуга параллели АВ останется дугою круга, 
но будетъ стягивать не уголъ АОВ = \ а уголъ А^В = Ь, 
Такъ какъ углы, стягиваемые круговьгаи дугами равной длины, 
обратно-пропорщональны радхусамъ этихъ дугъ, то 




Черт. 60. 



но 



Ь:\ = ЛО:А^ 
АО = А^.8^пА^0 



и, по перпендикулярности сторонъ: 

^АЯО = ^АСЕ = ^^, 
Сл-Ьдовательно з, , 



(184) 
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Эта формула выражаетъ именно схождеше мерид1ановъ на 
параллели съ широтою ^^. 

Если проеквдя строится на сЬкущемъ конус*, то соотно- 
шенге между углами, составляемыми меридаанами на проекщи, 
и разностями ихъ долготъ не выражается такъ просто, но все же 
равнымъ угламъ X соотв'Ьтствуютъ всегда равные же углы 8, 
и связь между ними выражается формулою: 

5 = аХ (185) 

въ которой а — постоянная величина, определяемая услов1ями 
проекщи. 

Итакъ, построете меридьановъ на коническихъ проеквдяхъ 
сводится къ проведенш системы расходящихся изъ одной точки 
прямыхъ подъ равными углами 8, вычисляемыми по формул* 
(185); параллели же, оставаясь концентрическими дугами, мо- 
гутъ строиться различнымъ образомъ. Если разность радхусовъ 
этихъ дугъ равна выпрямленнымъ дугамъ меридаановъ между 
последовательными параллелями, то по равенству ихъ на шар* 
коническ1я проекцш называются равиопромежуточними; он* 
соотв^тствують зенитальной проекщи Постели и квадратной ци- 
линдрической. Если радхусы параллелей на проекц1и разсчитаны 
такъ, что на проекщи сохраняются площади отдельныхъ тра- 
пещй на шар*, то коничесия проекщи называются равнове- 
ликими] он* соотв*тствуютъ зенитальной проекщи Ламберта 
и изоцилиндрической. Если, наконецъ, радаусы параллелей вы- 
ражаются такими функц1ями широты, что на проекщи сохра- 
няется подоб1е въ безконечно-малыхъ частяхъ, то коничесюя 
проекцш называются рав^юуюльнымщ он* соотв*тствуютъ 
стереографической проекщи (какъ частнаго случая зениталь- 
ныхъ) и цилиндрической проекцш Меркатора. 

Выше было уже сказано, что на вс*хъ коническихъ про- 
екщяхъ, въ которыхъ ось конуса совпадаетъ съ осью враще- 
Н1Я Земли, мерид1аны изображаются расходящимися прямыми, 
а параллели — дугами концентрическихъ круговъ. На готовыхъ 
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картахъ легко отличать перечисленные виды коническихъ про- 
екщй: па равнопромежуточныхъ— разстояшя между параллелями 
на всемъ протяжеши проекщи одинаковы, на равновеликихъ — 
разстоянге между параллелями у средней параллели наиболь- 
шее и уменьшается отъ нея къ сЬверу и югу, наконецъ, на 
равноугольныхъ— разстояше между параллелями у средней па- 
раллели наименьшее и увеличивается отъ нея къ сЬверу и югу. 
Ращусъ р любой параллели на вс*хъ коническихъ проек- 
щяхъ выражается н'Ькоторой функщей ея широты ср, т. е. для 
каждой проекщи этого рода дается уравнете: 

р = /• (ср) (186) 

Основаше и высота трапещи на поверхности земного шара, 
ограниченной двумя безконечно-близкими меридханами и двумя 
безконечно-близкими параллелями, равны: 

В С08 '^ с1Х и Е Лго 

гд* ^— рад1усъ шара^ уменьшенный въ главномъ масштаб-Ь 
проекщи, а 9 и X — широта и долгота одной изъ вершинъ 
трапещи. 

Основаше и высота соотв1Ьтствующей безконечно-малой тра- 
пещи на конической проекщи выражаются величинами 

р ЛЬ и ф 
гд* р— рад1усъ параллели на проекщи, а о— уголъ, определяе- 
мый формулою (185). Эта формула даетъ ^л = ^^ поэтому част- 
ные масштабы по меридхану {т) и по параллели {п) на всЬхъ 
коническихъ проекц1яхъ выразятся формулами: 

"-В^. (188) 

I 

гд* у т поставленъ знакъ— потому, что съ увеличетемъ пш- 
роты ращусъ параллели на проекщи уменьшается. 
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Въ формулы (187) и (188) не входить долгота X, откуда 
сл*дуетъ, что искажетя для вс*хъ точекъ одной параллели 
одинаковы. Такимъ образомъ изоколы на коническихъ проек- 
щяхъ направлены вдоль параллелей. 

39. Равнопроиежуточныя проекщ!. Коничесшя проекщи. 
у которыхъ масштабъ по меридханамъ равенъ единиц*, назы- 
ваются равнопромежуточными. Полагая въ выраженш (187) 
т = 1 и интегрируя его, получимъ следую- 
щую общую формулу этихъ проекцШ: 

р = С — Дер (189) 

гд* с — постоянная, определяемая частными 
УСЛ0В1ЯМИ проекщи. Разсмотримъ наиболее 
распространенныя равнопромежуточныя ко- 
ничесшя проекщи. Черт. 51. 

Проещгл Птолемея или простая ко- 
ническая принадлежитъ къ древн'Ёйшимъ, такъ какъ она изобре- 
тена знаменитымъ авторомъ Альмагеста Пшолемеемъ. Эта про- 
екщи строится на касательномъ конус*; если назвать широту 
параллели касатя черезъ ср^, то радхусъ р^ = А^ (черт. 50) 
той же параллели на проекц1и выразится формулою: 

р,= Есо1д^^, (190) 

гд* В — рад1усъ земного шара въ принятомъ главномъ масштаб*. 
Для построен1я проекцш проведемъ изъ произвольно взятой 
точки р (черт. 51) мерид1аны ра, рЪ^ рс.ъъ вид* расходя- 
щихся прямыхъ, составляющихъ равные углы 8; эти углы вы- 
числяются по формул* (185): 

8 = аХ (191) 

гд*, какъ видно изъ сравнешя форму лъ (184) и (185), 

а = 8гп сро (192) 

причемъ для разности долготъ X берутъ определенное число 
градусовъ, сообразно густот* сетки. 
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V. 



Изъ точки Ру какъ центра, описывавхмъ радаусомъ ра = р^ 
дугу круга, которая изобразить параллель касан1я; загЬмъ отъ 
точки а откладываемъ части ат^ ап..,ад^ аг... равный вы- 
прямленнымъ дугамъ меридаана, и черезъ полученныя точки т, 
п„.^у г... проводимъ изъ того же центра р систему круго- 
выхъ дугъ, которыя изобразятъ параллели. Легко понять, что 

радхусъ р любой параллели съ ши- 
ротою ср можно вычислить по формул* 

р = р,-Л(ср-ср,) (193) 

Въ этой проекц1и масштабъ по ме- 
ридханамъ, очевидно, равенъ единиц*, 
масштабъ же по параллелямъ опреде- 
ляется общею формулою (188), такъ 
что 




Черт. 52. 



Ш = I 



П = 



ра 



(194) 



К С08 9 

Для параллели касан1я, т. е. при 9 = ?05 получается п = 1у 
что, конечно, и должно быть. Докажемъ, что на вс*хъ про- 
чихъ параллеляхъ, какъ къ северу, такъ и къ югу отъ па- 
раллели касан1я, масштабъ п больше единицы. Для этого до- 
статочно убедиться, что существуетъ неравенство: 

ра — В С08 ^>0 

Обозначая первую часть этого неравенства буквой к и под- 
ставляя вместо р и а ихъ значешя изъ (193), (192) и (190), 
получаемъ: 

к =: Е (С08 Сро — С08 ^) — В [^ — Ср^) 5Ш ^о (^) 

Пусть 9о > О и ср > сро 5 такъ что широт* ^о соотв^тствуетъ 
точка А (черт. 52), а пшрогЬ ^ — точка В\ въ этомъ случа* 

В (со8 ср^ — С08 9) = аЬ {Ь) 

гд* аЬ — проекщя дуги АВ на экваторъ ЕО. Эту проекщю 
можно заменить суммою проекщй отд'Ьльныхъ частей дуги 
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АВ, т. е. л 7?/ ч • 

ад = в (91 — сро) 5*^ ?о -*- 

-н Д (ср, — ср,) 5»Л91 -ь ... -н Б (9 — 91.) «*^ 9« 

гд* 91, ?8 ••• ?п представляютъ широты всЬхъ промежуточныхъ 
точекъ дуги АВ^ сл*дующихъ черезъ безконечно-малые про- 
межутки. Такъ какъ 

8гп 9о < в*'» 91 *^ ^^ ?2 — ^ ^^^ ?п 
то^ зам']^нивъ разныя значен1я зт 9 наименьшимъ т 9о ^ 
сложивъ ВС* члены предыдущаго ряда, получимъ: 

ад>В(^ — 9о) в*^ ?о (с) 

Подставляя выраженхя (й) и (с) въ (а), им*емъ А > О, т. е. 

ра — -В соб- 9 > О 

Подобнымъ образомъ, для случая 9<?о^ "Г- ®- Д^^^ точки 
Су выходить съ одной стороны: 

В (со8 9 — С08 9о) = са {(Г) 

а съ другой стороны: 

са = Л (9, — 9) ^*^ ?1 ~*~ 
-ь Д (9, — 91) ^п 9, -4- ... -н Б (9о — ?«) в«л 9о 
Въ этомъ ряд* 

вгп 9, < в^л 9« < ^^^ ?з ••• ^ ^^^ ?о 
Если вместо различныхъ значешй ш 9 подставить наи- 
большШ изъ нихъ ш 9о и сложить ВС* члены предыдущаго 
ряда, то получимъ: 

са<В (9о — 9) ^^^ ?о (^) 

Подставляя (й?) и (^) въ (а), опять получимъ неравенство 
ра — 7? С05 9 > О 

что и требовалось доказать. Совершенно такимъ же образомъ 
доказывается это неравенство для случая 9о<^; впрочемъ, ко- 

В. ВвтковскИ.— 1иртограф{я. ^3 



194 



К0НИЧБСК1Я ПР0ЕКЦ1И. 



нусъ, касающШся параллели южнаго полушархя, им'Ьетъ тогда 
лишь обратное положете, и вс* разсуждешя остаются прежними. 
Въ нижесл'Ьдующей таблиц* приведены значетя простой 
конической проекщи, вычисленной для сЁтки карты Росс1и 
черезъ каждые 5^ -по широгЬ отъ ^1 = 40° до 95=70° и при 
рад1ус* Земли В = 1, 



сро = 2 ^^ ^ 



(X = 0.8192 



? 



ш 



п 



р 



О) 



70Р 

65 

60 

55 

50 

45 

40 



0.4384 
0.5257 
0.6129 
0.7002 
0.7875 
0.8747 
0.9620 



1.050 
1.019 
1.004 
1.000 
1.004 
1.013 
1.029 



1.050 
1.019 
1.004 
1.000 
1.004 
1.013 
1.029 



2° 48' 

I 4 
о 14 

о о 

о 12 

4б 

1 37 



Изъ этой таблицы видно, что на равныхъ удален1яхъ отъ 
параллели касашя масштабы п и наибольппя искажешя угловъ 
со не одинаковы и растутъ быстрее къ северу, ч'Ьмъ къ югу 
отъ параллели касашя. Искажешя на всемъ пространств* про- 
екцш станутъ меньше, если за параллель ка^^аюя взять не 
среднюю параллель страны, а параллель, лежащую несколько 
сЬверн^е и определенную условхемъ, чтобы масштабы п на 
крайнихъ параллеляхъ были одинаковы. На основанш второй 
формулы (194) это условхе выражается равенствомъ: 



р,(х 



р,а 



В С08 9, И С08 9а 

Называя широту параллели касашя по-прежнему черезъ 
9о5 подставляя вместо р^ и р^ ихъ выражен1я изъ формулъ 
(193) и (190), посл'Ь сокращешй получимъ трансцендентное 
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(Рз С08 ср, — ср, С08 сра 
^^ ^ ^° С08 Ср! — С05 9, 
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которое р'Ьшается последовательными попытками и интерполи- 
роватемъ. Для (р1 = 40^ и ср^ = 70° получаемъ (ро = 57°1'. 
Вотъ числовыя величины этой усовершенствованной проекщи 
Птолемея для сЬтки карты Росс1и (а = 0.8388). 



? 



ш 



Р 



О) 



70° 
65 
60 
55 
60 
45 
40 



04224 

0.5097 
0.5969 
0.6842 

0.7715 
0.8587 
0.9460 



1.036 

1.012 
1.0О1 
1.001 
1.007 
1.019 

Т. 036 



1.036 
1.012 
1.001 
1.001 
1.007 
1.019 
1.036 



2" I' 

О 40 
о 5 

о 2 

23 

1 4 

2 I 



Итакъ, простая коническая проекц1я не сохраняетъ ни угловъ, 
ни площадей. Безконечно-малые кружки и квадратики на зем- 
ной поверхности изображаются на ней равновеликими кружками 
и квадратиками только по параллели касашя; къ сЬверу и югу 
огь нея получаются эллипсы и прямоугол1>ники, вытянутые по 
долгот*. Искажен1я возрастаютъ по м^р* удален1Я отъ парал- 
лели касатя, и потому эта проекщя пригодна только для странъ, 
мало растянутыхъ по широт*; по долгогЬ эти проекщи, не уве- 
личивая искажешй, могутъ простираться неопределенно далеко, 
хотя бы на полные 360°. 

Въ § 38 было упомянуто, что коничесия проекщи заклю- 
чаютъ въ себ* зенитальныя и цилиндричесшя, какъ частные 
случаи. Только-что разсмотр*нная простая коническая проекц1я 
при увеличеши отверст1я конуса до 180° обращается въ зе- 
нитальную проекщю Постеля, а при уменьшенш его до 0° — въ 
квадратную. 

13* 



196 К0НИЧЕСК1ЯПР0ЕКЦ1И. V. 

Действительно: 

1. При сро = |, формулы (190) — (194) даютъ Ро = 0, 
а = 1, 8 = Х, и 

т. е. формулы (104), (105) и (105*) проеыци Постеля(§ 22). 

2. При 9о = О, получается а = О, 8 = О, р = р^ — ^9? и 

1) = ро — р = 1г.ср т = 1 п = 8ес ^ 

т. е. формулы (128) и (131) квадратной проекщи (§ 29). 

Проекщя Делиля. Главный недостатокъ простой кониче- 
ской проекщи заключается въ значительномъ уклоненш част- 
ныхъ масштабовъ по параллелямъ отъ главнаго. Бели вместо 
касателънаго конуса взять конусъ, пересЬкаюпцй шаръ по 
двумъ даннымъ параллелямъ, то главный масштабъ будетъ со- 
храняться на этихъ двухъ параллеляхъ; на параллеляхъ, ле- 
жащихъ внЬ с*кущихъ, частные масштабы будутъ больше, а 
на параллеляхъ между сЬкущими— меньше главнаго. Уклоне- 
Н1Я частныхъ масштабовъ отъ главнаго при той же разности 
широтъ между предельными параллелями страны будутъ, оче- 
видно, меньше, ч-Ьмъ въ простой конической проекщи. Однако, 
примкнете сЬкущаго конуса въ чисто геометрическомъ по- 
строети им*егь тотъ недостатокъ, что масштабъ по меридта- 
намъ между параллелями сечен1я не можетъ равняться глав- 
ному, потому что дуга всегда длиннее хорды. 

Астрономъ Делиль (1688 — 1768), руководивши нашей 
картографхей въ первой половин* ХУП1 в*ка, предложилъ для 
карты Росс1и проекщю, сохраняющую главный масштабъ на 
всемъ протяженш меридхановъ и, следовательно, относящуюся 
къ равнопромежуточнымъ. Параллели, на которыхъ сохраняется 
главный масштабъ, Делиль предложилъ брать на равныхъ раз- 
стоятяхъ отъ средней и крайнихъ параллелей страны. Обо- 
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значивъ по-прежнему широты кра^ихъ параллелей страны че- 
резъ ?1 и 98> ^ широты средней параллели и параллелей сб- 
чен1я соответственно черезъ ^о^ ?з ^ ?4? им*емъ: 



?о = — 2 
Пусть еще 



Ъ 



Ъ = 



?0 



?4 = 



?3 



« = о = 94—98 



Положимъ, что Ы и е/ (черт. 53) представляютъ парал- 
лели съ широтами ?з и. ^4 5 а Рс и Р«?— меридааны, сходя- 
пдеся подъ угломъ аХ. Проведемъ параллель аЬ по середин* 
между Ы т е/ и обозначимъ радаусъ ея аР 
черезъ р^^. Такъ какъ дуги С€1 и е/ равны на 
шар* ВКсоз^^ и ЕXсо8'^^^у то непосред- 
ственно изъ чертежа получаемъ: 



Ек С08 94 = (ро — -2~) а>^ 




Черт. 53. 

Разность и сумма этихъ равенствъ даетъ для разсматри- 
ваемой проекщи: 



$гп^ 



а =. 



вгясро 



Ро = — ё ^ ^^^ ^» 



(195) 



(196) 



Для вычислеюя Ь^р^тип служатъ формулы (191), (193) 
и (194) простой конической проекщи. 
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Въ сл'Ёдующей таблиц^Ь приведены числовыя величины про- 
екщи Делиля для карты Россш при 91=40°, 1:р,= 70° и 
^2 = 1 (а = 0.8168). 



<р 


Р 


т 


п 


Р 


0) 


70Р 


04544 




1.037 


1.037 


2^ 6' 


65 


0.5217 




1.оо8 


1.008 


О 28 


60 


0.6089 




0.995 


0.995 


18 


55 


0.6962 




0.991 


0.991 


30 


60 


0.7835 




0.996 


0.996 


15 


45 


0.8707 




1.00б 


1.00б 


20 


40 


0.9580 




1.022 


1.022 


I Ч 



Ероекцгл Эйлера. Въ 11роекц1и Делиля параллели с*че- 
Н1Я ра<5положены симметрично относительно крайнихъ и средней 
параллелей страны. Этотъ произвольный ихъ выборъ, не им1>я 
никакого научнаго основан1Я; приводить къ тому, что уклоне- 
Н1Я частныхъ масштабовъ отъ главнаго по параллелямъ, лежа- 
щимъ между параллелями с*чен1Я5 значительно меь1ьше5 ч*мъ 
на параллеляхъ, лежащихъ шЬ параллелей С'6чен1я. Знамени- 
тый геометръ Эйлеръ (1707 — 1783) въ запискахъ С.-Петер- 
бургской Академш Наукъ за 1778 г. предложилъ определять 
параллели с'Ьчен1я услов1емъ, чтобы разности между длинами дугъ 
параллелей на проекщи и на земномъ шар1> были на крайнихъ 
широтахъ страны одинаковы и притомъ равнялись разности дугъ 
на земномъ шар1^ и на проекщи для средней широты. Анали- 
тически это условхе представляется следующими тремя уравне- 
Н1ЯМП, легко получаелплми изъ выражеюя (188) для масштаба п\ 

роос — ^г С05 9о = — ^ (^) 

р^а — В С08 ^^ = X 
гд* ср^ и срз — широты предельныхъ параллелей страны, сро = 
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= 2(^1"^^2)' Ро Ра ^ ро— соотв-Ьтствуюпце радхусы парал- 
лелей на проекщн, а л;— некоторая величина, исключаемая изъ 
этихъ уравнен1й. 

Если вычесть третье уравнете изъ перваго, припомнить, что 
для равнопромежуточной конической проекцш разность р^ — р, = 
= ^?(ср2 — ^^, и обозначить, по-прежнему, полуразность ср^ и ^^ 
черезъ 6, то получится следующая формула для вычислешя по- 
стоянной а: .^ г. 

а = — о" вгп 9о (197) 

Если составить полусумму перваго и третьяго уравнешй, 
сложить со вторымъ и заменить а его выражешемъ (197), то 
получится формула для вычислешя радауса р^ средней параллели: 

в 



Ро = — §■ ^ <^^9 ?0 



(198) 



'^2 



Такимъ образомъ величина р^ на проекщи Эйлера выхо- 
дить такою же, какъ на проекщи Делили, и об* проекцш раз- 
личаются только выражен1ями для постоянной а; что касается 
велпчинъ 3, р, м и тг, то он* вычисляются по формуламъ 
(191), (193) и (194) для простой конической проекцш. 

Нижеследующая таблица даетъ числовыя величины проек- 



щи Эйлера для карты Росс1и при 
К = \ (а = 0.8098). 



= 40°, ср, = 70° и 



т 



п 



Р 



(1> 



70° 

65 

60 

65 

50 

45 

40 



0.4544 
0.5217 
0.6089 
0.6962 
0.7833 
0.8707 
0.9580 



1.029 
1.000 
0.986 
0.983 
0.987 

0.997 

1.013 



1.029 
1.000 
0.986 
0.983 
0.987 

0.997 

1.013 



1"37' 

о I 

О 47 
о 59 
о 45 
о 9 
о 44 
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Изъ чиселъ этой таблицы видно, что уклонешя частныхъ 
масштабовъ отъ главнаго на проекщи Эйлера меньше, ч1^мъ на 
проекщяхъ Птолемея и Делиля; однако эти уБлонен1я все же 
значительны и при томъ на северной пред^ьной параллели 
слишБомъ вдвое больше, ч1Ьмъ на южной. Произошло это по- 
трму, что, согласно съ уравнешями (А), Эйлеръ поставилъ усло- 
В1емъ не равенство уклоненШ масштаба на пред1^ьныхъ па- 
раллеляхъ, а равенство разностей дуть на проекщи и на ша- 
р6. Знаменитый математикъ самъ обратилъ внимаше на это 
обстоятельство, но удовольствовался зам-Ьчашемь, что сЬверныя 
области Россш мало известны, а потому болЬе значительный 
тамъ искажешя на карг]^ не им1^ютъ практическаго значен1я. 



Такъ какъ коническ1я проекщи могутъ применяться (и дей- 
ствительно применяются) и къ странамъ, для которыхъ значи- 
тельный искажешя одинаково нежелательны, какъ на юге, такъ 
и на севере, то целесообразнее требовать, чтобы на край- 
нихъ параллеляхъ были равны не абсолютный разности дугъ, 
а отношен1я этихъ разностей къ самимъ дугамъ, т. е. суще- 
ствовало бы равенство уклоненШ частныхъ масштабовъ отъ 
главнаго *). 

Для этого надо уравнен1я (А) заменить следующим: 

В С08 ср1 
Ро ^ 

Ра ^ 1 

■п^ = 1 -4- е 

В С08 92 

где е — некоторая величина, исключаемая изъ уравнешй. Отнявъ 

третье уравнеше отъ перваго и оставивъ прежшя обозначеюя, 



*) Эта новая равнопромежуточная проекщя была сообщена мною въ 
засЬданш Императорскаго Русскаго Географическаго Общества 29 фев- 
раля 1900 г. и напечатана въ XXXVI тоагЬ Изв'Ьст1Й Общества. 
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получимъ: ^ 



Я со1д 



Го 



201 



(199) 



Составивъ полусумму перваго и третьяго, сложивъ ее со 
вторымъ уравнешемъ и припомшая^ что 

Ф* Ф* ^1 "*~ Фо 



получимъ: 



^1. 

« = -§-«« ?0 

2 



(200) 



Формулы для вычислеш Ь, р, т е п остаются и зд1^ь 
прежними, именно (191), (193) и (194). 

Въ нижесл^^дующей таблицей приведены численныя величины 
разсматриваемой проевщи для той же карты Росс1в (« = 
= . 8239). 



? 


Р 


т 


70^ 


0.4223 




65 


0.5096 




60 


0.5969 




55 


0.6841 




60 


0.7714 




45 


0.8587 




40 


0.9459 





п 



р 



(О 



1.017 

0.993 
0.983 
0.983 
0.989 

1.000 

1.017 



1.017 

0.993 

0.983 
0.983 

0.989 

1.0О0 
1.017 



о°59' 

о 23 

о 57 
о 59 
о 39 

о 2 

О 59 



Изъ этой таблицы легко вид*ть, что предлагаемая проек- 
щя им-Ьеть преимущество не только по сравненш съ проек- 
щями Птолемея и Делили^ но и по сравнешю съ равнопроме- 
жуточною коническою проекщею Эйлера. Наибольшее уклоне- 
те масштаба п отъ 1, служащее м-Ьриломь достоинства проек- 
щи^ на проекщи Эйлера равно 0.029^ тогда какъ зд1^сь оно 
всего 0.017; такое незначительное уклоееше вполн* доп)^стимо 
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для картъ мелкаго масштаба и не превосходить неизб'Ьжной 
деформащи бумаги при печатанш. 

Если на картахъ Европейской Россш, составленныхъ въ 
четырехъ разсмотр*нныхъ проекщяхъ, провести изоколы черезъ 
0.001 величины п^ то на нихъ окажется (см. таблицы на стр. 
194, 198, 199 и 201) соответственно 50, 46, 46 и 34 изо- 
колы, и при томъ на последней проекщи эти изоколы распола- 
гаются наиболее равномерно. 



Для полноты теорш равнопромежуточныхъ коническихъ 
проекцШ определимъ еще широту той параллели, на которой 
масштабъ п им^еть наименьшую величину, и (для проекщй на 
с*кущемъ конус*) широты тЬхъ параллелей, гд* масштабъ п 
равенъ главному масштабу проекщи. 

1. Широта параллели съ наименьшимъ масштабомъ полу- 
чается, если приравнять нулю производную выражетя п по 
переменной 9; причемъ, конечно, величину а надо считать 
постоянною, а для .радауса р брать соответствующее выраже- 
те въ каждой отдельной проекцхи. 

Для простой конической проекщи получается уравнеше: 

ср ч- со1д 9 = ср^, ч- со1д сро 

изъ котораго ясно, что яаименьшШ масштабъ существуетъ на 
параллели касатя {^ = сро)- 

Для проекщй Делиля и Эйлера получается трансцендентное 
уравнеше: ^ 

2 

ср и- со1д ср = 9о -^ —у соЬд ?о 

решаемое последовательными попытками и интерполировашемъ, 
но ясно, что для этихъ проекщй всегда ср > ср^^, т. е. широта 
параллели съ наименьшимъ масштабомъ больше широты сред- 
ней параллели страны. Напримеръ, для карты Россш, где 
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ср^ = 55°, широта параллели съ наименьшимъ масштабомъ 

равна 55^28'. 

Для вновь предложенной проекцш получается подобное же 

трансцендентное уравнеше: 

6 
ср ч- со1д ср = ^, н- ^-р со1д сро 

Въ нашемъ пример* ср=57°1'. 

Такъ какъ наименьшШ масштабъ оказывается вообще не 
на параллели со среднею широтою ср^ = 111^ ^ то, теорети- 
чески, следовало бы вычислять элементы проекцш такъ, чтобы 
существовало равенство абсолютньгхъ уклонетй масштабовъ 
на крайнихъ параллеляхъ страны и на параллели съ наи- 
меньшимъ масштабомъ. Такая равнопромежуточная кониче- 
ская проекщя (опирающаяся на основное положеше проек- 
цш Эйлера) предложена профессоромъ Геодезш въ Болонье Фго- 
рини (1827—1901). Однако это добавочное условхе можно при- 
знать лишнимъ, потому что разность масштабовъ на средней 
параллели и напменьшаго почти всегда ничтожна: для карты 
Росс1и она меньше 0.001, что не им*етъ практическаго 
значен1Я. 

2. Широты параллелей съ главнымъ масштабомъ на про- 
екц1яхъ Птолемея и Делиля даются самымъ задашемъ каса- 
тельнаго и сЬкущаго конуса. Для прочихъ проекщй он* опре- 
деляются условхемъ м = 1, которое для проеквдй Эйлера и 
вновь предложенной приводить къ р^шешю трансцендентныхъ 
уравнетй: а 

С08 ф 2 

'^2 



С08 9 6 

'^ -^ ^Г = ^0 -^ I^^ 

Для приведенныхъ выше прим-бровь эти уравнешя им^ютъ 



т = ^^0 •"" /79 '^'^ "Р" 
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сл^^дуюпце корни: 

Первое . . . . ср' = 43° 58' и 9" = 65° 5' 
Второе . . . . ср' = 45 9 и 9" = 66 47 

Въ заключеше этого изсл'Ьдовашя равнопромежуточныхъ 
коническихъ проеквдй необходимо упомянуть, что, если вместо 
вьшрямленныхъ дугь круга брать длины дугъ эллиптиче- 
скаго мерид1ана (изъ готовыхъ геодезическихъ таблицъ), то эти 
проекщи прим^^нимы и для сфероида. Однако, равнопромежуточ- 
ныя проекцш не считаются лучшими изъ коническихъ, и по 
нимъ строятъ карты лишь въ мелкомъ масштаб1&, на которыхъ 
ошибки отъ пренебрежешя сжат1емъ Земли скрываются погреш- 
ностями черчешя и деформавдею бумаги при печатанш. 

40. Равновед1К1я проекщи. Существуетъ два вида равно- 
великихъ коническихъ проекц1й: въ одн1^хъ площадь всей сети 
равняется поверхности соотв4тствующаго пространства на зе- 
мной поверхности, но отд'Ьльныя трапещи проекщи площадей 
не сохраняютъ, въ другихъ же каждая отд'Ьльная трапещя на 
проекщи равновелика соответствующей трапецш на шар*. Къ 
первому виду принадлежать три проекцш англ1йскаго ученаго 
Мердока^ ко второму— вс* остальныя. 

Первая проекц%я Мердока. Въ этой проекцш выполнены 
два услов1я: 1) масштабъ по меридаанамъ равенъ главному (какъ 
на равнопромежуточныхъ коническихъ проекщяхъ), и 2) площадь 
всей с*тки равновелика соответствующему поясу на шар*. 

Если обозначить широты крайнихъ параллелей страны че- 
резъ ^1 и 92 и ихъ полуразность черезъ б, то первое усло- 
В1е даетъ для образующей усЬченнаго конуса величину 2ЕЬ, 
Далее, такъ какъ боковая поверхность усеченнаго конуса 
равна окружности средняго сечен1я, умноженной на образую- 
щую, а поверхность сферическаго пояса равна окружности 
большого круга, умноженной на высоту пояса, то второе условхе 

даетъ: 

2 тсг 2 Дв = 2тс 72^ {8гп сра — «^^ ^х) 



40. 



РАВН0ВБЛИК1Я ПР0ЕБЦ1И. 



205 



откуда 



8гп Ь 



г = В С08 ^^ . — ^ 



гд* в — радаусъ шара, г — радаусъ средняго сЬченхя конуса и 

9о- 2 — 

Уголъ, составляемый образующею конуса съ осью земного 
шара, принимается равнымъ ^о? поэтому радаусъ ро средней 
параллели на проекцш оказывается: 

_ г 

а посл1^ подстановки сюда выражешя для г выходить: 

р, = ^ Б сад 9о (201) 

ВсЬ остальныя величины для построетя сЬти тождественны 
соотв*тствующимъ величинамъ въ простой конической проекцш, 
именно: 

а = 5ш ср^ 8 = аХ р = р^ — В (ср — ср^ 

ра (202) 

ВС08(р 

Въ нижесл]^дующей таблиц1& приведены числовыя значен1я 
первой проекцш Мердока для карты Россш въ предЬлахъ отъ 
ср^ = 40° до ^2 = 70° черезъ каждые 5° по широт* (а = 
= 0.8192). 



Т 



т 



п 



(О 



70° 
65 

во 

55 
50 
45 

40 



0.4504 

0.5177 I 
0.6050 

0.6922 I 

0-7795 I 

0.8668 1 

0-9540 , 



1.031 
1.004 

0.991 
0.989 
0.993 

1.004 
1.020 



1.0)1 

1.004 

0-991 
0.989 
0.993 

1.004 
1.020 



1°45' 

о 12 
О 3» 

О 39 

о 2) 

14 

1 9 
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Широта параллели съ наименьшими масштабами п я р 
можетъ быть определена изъ трансцендентнаго уравнен1я: 

8т 6 
ср ч- со1д ср = (р^ н ^ Шд сро 

Въ нашемъ пример* ср = 55° 58' (/г = 0.988) 
Широты съ параллелями, на которыхъ масштабы п = 1 и 
р = 1у определяются изъ уравнен1я: 

С08 Ф згп О 



«глсрд 



= ?о + 



со1д 



Го 



Для нашего примера ?' = 46° 38' и ср" = 64° О'. 

Вторая проекщя Мердока представляетъ перспектив- 
ную коническую проекщю; именно, положете каждой параллели 

на сЬкущемъ конусЬ определяется про- 
ектированхемъ ея изъ центра шара. 
Образующая А^ (черт. 54) конуса 
принимается перпендикулярною къ ра- 
даусу точки, имеющей широту ср^ = 

= ^^-^ ; пересечете же ея съ этимъ 
рад1усомъ въ точке С определяется 
условхемъ, чтобы поверхность секущаго 
конуса была равновелика поверхности 
шарового пояса между параллелями съ 
данными широтами ?! и срг- Проекщи 
А л В точекъ съ этими пшротами 
даютъ длину образующей усеченнаго конуса: 

АВ = 2С0 ЛдЬ 

где 6 = ^^-^у^ . Обозначивъ радаусъ СВ круга, описываемаго 

серединою образующей АВ. черезъ г и замечая, что СО = 
= г 8ес 9о имеемъ: 

2тсг . 2г вес ^^1дЬ =^ 2тс Е^ (зш сра — згп 9,) 
откуда ^ ^ д ^^^ ^^ ^^^ д СО = В \^со8~Ь 




Черт. 64. 
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гд* -й — радаусъ шара въ главномъ масштаб* проекщи. Ра- 
щусъ ро = С^ средней параллели на проекцш выразится 

формулою: ^^^уШЬПсоЬд^, (203) 

а радаусъ любой параллели съ широтою 9? какъ видно изъ 
чертежа, формулою: 

Р =Ро — С^О.<(7(9 — ?о) 

Подставляя сюда вместо р^ и СО соотв'Ьтствуюпця вели- 
чины, получимъ посл'Ь простыхъ преобразоватй: 

_ В С08 у Усо8 Ь 
^ ~ згп 9о С08 (9 — 9о) 
Формулы для вычислен1Я а и в остаются прежними, т. е. 
а = 5Ш срр 8 = ак (205) 

Масштабы т и ?г по мерид1анамъ и параллелямъ полу- 
чаются изъ общихъ формулъ (187) и (188), именно: 

]/со8Ъ 



т = 



УсозЬ 
С08^ (9 — %) 



п = 



С08 (9 — 9о) 



(206) 



Въ сл-Ьдующей таблиц* приведены числовыя величины вто- 
рой проекцш Мердока для карты Россш (а = 0.8192). 



? 



т 



п 



(О 



70° 

65 

60 

55 

50 

45 

40 



0.424 В 
0.5149 

0.6022 

0.6882 
0-7742 
0.8615 
0.954 



1.053 

1.013 
0.990 
0.983 

0.990 

1.013 

1.053 



1.0X8 

0.998 

0.987 
0.985 
0.987 

0.998 

1.018 



1.072 

1.011 

0.977 
0.966 

0.977 

1.011 
1.072 



1°59' 

о 53 

о 13 

о о 

о 13 

53 

1 59 



Наименьш1е масштабы т, п е р находятся, очевидно, на 
средней параллели; для опредблетя же параллелей, гд'6 эти 
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масштабы равны единиц*, надо решить простыл уравнешя: 

С08 (9 — 9о) =У(^08 6 , С08 (ср — 9о) = ^^^ ^ 

3 

^ С08 (ср — ср^) = \/с08 6 

Въ нашемъ пример* т = 1 на широтахъ <р ' = 47^ 28' 
и ср" = 62° 32'; тг = 1 на шлротахъ ср/ = 44° 22' и ср*" = 
= 65° 38', ир = 1 на широтахъ ср/=46°18' и ср/ = 
= 63° 42'. 

Третья проещгя Мердта. Для третьей своей проекцш 
хЧердокъ опред'Ьляетъ длину СО (черт. 54) перпендикуляра, 
опущеннаго изъ центра шара на образующую Щ сЬкущаго 

конуса, составляющую съ осью ^0 уголъ ^^ = ^*^^' , 
услов1емъ: 0С:В = дуга 6:^, 6 

Въ этомъ случа* для величины рад1уса г круга, описы- 
ваемаго серединою образующей, получается выражеше: 

г = р С08 Срь 

Если назвать длину образующей усЁченнаго конуса черезъ 1у 
то условхе равенства боковой поверхности усЬченнаго конуса 
и поверхности шарового пояса даетъ: 

2тс . г? = 27С . В^ {8гп сра — 8гп <р,) 

Радхусъ ро средней параллели на проекцш (отр-Ьзокъ С^} 
определяется формулою: 

Отд'Ьльныя параллели на разсматриваемой проекцш прово- 
дятся на равныхъ промежуткахъ, и потому для радауса любой 
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параллели съ широтою ср^ получается выражеше: 

Р ~ Ро - 2 Ь~ 

згпЬ (дЬ ^ ^ 
Р = Ро §2 -В (? — 9о) 



или 



(208) 



Масштабъ по мерищанамъ^ опред']&ляемый общею формулою 
(187), им'Ьетъ зд-Ьсь постоянную величину, именно: 

81п ЫдЬ 



ш = 



6^ 



(209) 



масштабъ же по параллелямъ, какъ изв^^стно, выражается фор- 
мулою (188): 

Р" (210) 



п = 



гд* а = 5Ш9о- Въ нижеследующей таблиц'Ь приведены число- 
выя значешя третьей проекцш Мердока для карты Россш 
огь ср, = 40° до <Р2 = 70° при ^г = 1 (а = 0.8192). 



9 



ш 



п 



(О 



70° 

65 

60 

55 

50 

45 

40 



0.4192 
0.5075 
0.595» 
0.6841 
0.77^4 
о.86о7 
0.9490 



1.012 
1.012 
1.012 
1.012 
1.012 
1.012 
1.012 



1.004 
0.984 
0.976 

0.977 
0.984 
0.997 

1.015 



1.016 

0.995 
0.988 

0.989 
0.996 

1.009 
1.027 



0°2б' 

1 37 

2 3 

2 о 

I 35 

о 50 

о 9 



Наименьш1е масштабы п к р находятся на параллели съ 
широтою, опред^&ляемою формулою: 

Въ нашемъ пример* ср = 58°10'. 

в. Ввтковек1й.— Картограф1я. 14 
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Широты параллелей^ на которыхъ масштабъ п равенъ еди- 
ниц*, получаются изъ уравненхя: 

Ф -Ь -ига- <^^ 9 = 9о -* » а * И 

^ 8гпЫдЬ згп ср^ ^ ^^ згп О (д^ 8 

Для нашего примера эти широты суть: ср/ = 44^5' 
и <' = 69°16'. 

Наконецъ широты параллелей, на которыхъ масштабъ площа- 
дей р равенъ еданиц*, получаются изъ подобнаго же уравнешя: 
6* _ 6^ со(д уо 

Для нашего примера эти широты суть: 92' = 48°13' и 
?/= 66^31'. 

Ероекщя Лльберса, Выше было уже замечено, что на 
проекщяхъ Мердока сохраняются лишь обпця площади между 
крайними параллелями; отд'^^льныя же трапещи между про- 
межуточными параллелями не равновелики соотв'Ьтствующимъ 
трапещямъ на шар*. Вполн* равновеликая проекщя на сЬку- 
щемъ конус1& предложена люнебургскимъ ученымъ Альберсомь 
въ журнал* <МопаШсЬе Согге8ропс1еп2> за 1805 годъ. На 
этой проекцш главный масштабъ сохраняется на двухъ па- 
раллеляхъ съ широтами фз ^ Тд? лежащими по середин* между 
каждою изъ крайнихъ ^^ и ^^ а среднею 9о* 

Если обозначить радхусы параллелей съ широтам ^з и ^4 
на проекцш черезъ Рз и р^, то условге равенства боковой по- 
верхности усЬченнаго конуса съ образующею рз — р4 и поверх- 
ности шарового пояса даетъ: 

Рз - р, = 22? 1д 2 (а) 

гд* в = ?^^ = (рз — ?4- Кром* того, равенство длинъ дугъ 
на проекцш и на шар* по параллелямъ съ шпротами срз и ^4 
приводить къ пропорщи: 

Р4 сое 94 
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Рассматривая (а) и (Ь)^ какъ два уравнен1Я съ двумя не- 
известными рз и р4, получаемъ пос!* ихъ р'Ёшен1я: 

^'~~ б ^'~^. ё (211) 

Равенство дугъ параллели съ широтою ^^ (можно взять 
и срз) н* шар* и на проекцш даетъ: 

В X С05 ср4 = Рл ^ ^ 

откуда, подставляя выражете для р^, получаемъ: 

6 . 
а = С05 -^ 8гп 9о 

Радгусъ р любой параллели съ широтою 9 на проекщи 
определяется изъ равенства боковой поверхности усЬченнаго 
конуса и поверхности шарового пояса: 

(р — рд) ' — ^"-^ а X = X й' {вгп ср^ — 8%п ср) 

которое поел* подстановки а изъ (212) даетъ следующее вы- 
ражете: 

Р -1 / Р4 -ь 2^г ц .213) 

згп сро . С08 -^ 



У'-'- 



Зд*сь, конечно, надо брать передъ корнемъ только положи- 
тельный знакъ. Наконецъ, для масштабовъ т и ^ по меридаа- 
намъ и по параллелямъ получаемъ по формуламъ (187) и (188): 

^^Ешу п = ^^^ (214) 

ар Есо8 <р ^ ' 

причемъ т .п = 1, что и должно быть по услов1ю проекщи. 
Въ следующей таблиц* приведены числовыя значен1я про- 
екщи Альберса для карты Россш черезъ 5° по широгЬ и при 

и* 
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Е = 1. Зд*сь ср, = 40°, ср, = 70^ ^, = ЬЪ\ 9з = 47^30', 
94 = 62°30' и а = 0.8121. 



? 



ш 



(О 



70° 

65 

60 

бб 

60 

45 

40 



0.4399 
0.5251 
0.6123 
0.7003 
0.7881 
0.8754 
0.9616 



0.957 
0.991 

1.005 
1.009 
1.004 

0.995 
0.981 



1.045 

1.009 

0.995 
0.991 
0.99^ 

1.005 
1.020 



5- о- 

1 2 

о 37 
о 59 
о 29 
о 37 

2 13 



Изъ ЭТОЙ таблицы видно, что масштабъ т, начиная отъ 
самой сЬверной параллели, сперва увеличивается, достигаетъ 
наибольшей величины и заг]^мъ уменьшается; масштабъ же п, 
наоборотъ, сперва уменьшается, достигаетъ наименьшей величины 
и загЬмъ увеличивается. Широта параллели, гд* масштабъ т 
им'Ьетъ наибольшую, а масштабъ п наименьшую величину, опре- 
д'Ьлится, если приравнять нулю производную т (или п) по перемен- 
ной <р; именно, по формуламъ (214), (213) и (211) получаемъ: 



1 ч- згп^ 9 
згп 9 



~ - д ч- 2 згп ср^. 

згп 9о соз ^ 



Для р'Ьшенхя этого уравнешя введемъ вспомогательный уголъ 
ф, определяемый равенствомъ: 

згп ср = ^^ ф 

''^''^ '™ 1-н.ш'у _ _2_ 

згп 9 згп 2ф 

Такимъ образомъ искомая широта вычисляется по фор- 
муламъ: 2о( 

згп 2ф = — а ^г — ^ 

^ соз^ ср4 -^ 2а згп (р^ 

згп ^ = 1д (^ 
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Въ нашемъ пример* выходить: ф = 39°34',9 = 55^43' и 
соотв'Ьтствуюпце этой пшротЬ наибольшй масштабъ т = 1.009 
и наименьшй масштабъ /г = 0.991. 

Что касается параллелей, на которыхъ масштабы ш ж п 
равны едишщ'Ь, то изъ основашй проекщи видно, что эти па- 
раллели им']^ютъ широты 9з ^ ?4* 



Если въ формулы (211) — (213) проекщи Альберса под- 
ставить 98 = ?4 = То и следовательно 6 = 0, то получатся 
формулы для равновеликой конической проекщи на касатель- 
тмъ конусЬ. Въ этомъ случа* для вычислешя а, 8, Ро и р 
служатъ формулы: 



а = згп (р^ 

Ь = а\ 

Ро= Есо1д(р^ 



(815) 



= /ро"- 



згп 9о 



Для вычислен1Я масштабовъ можно пользоваться прежними 
формулами (214). 

Въ нижеследующей таблиц* приведены числовыя величины 
равновеликой конической проекцш на касательномъ конус* для 
карты Россш, т. е. при у^ = 40°, 9^ = 70°, Уо = 55° и ^й=1 
(а = 0.8192). 



9 


Р 


Ш 


70^ 


0.4427 


0.943 


65 


0.5268 


0.979 


60 


0.6131 


0-996 


55 


0.7002 


1.000 


50 


0.7874 


0.997 


45 


0.8740 


0.988 


40 


0.9596 


0.974 



п 



р 



(1) 



ьобо 

1.021 
1.004 
1.000 
1.003 
1.013 
1.026 



6^42' 
2 23 
О 30 
О О 

23 

1 25 

2 58 
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Наибольш1й масштабъ т и наименьшШ масштабъ п на этой 
проекцш равны единиц'Ь и находатся на параллели Басашя 

(То = 55°)- 

При увеличеши отверстк конуса до 180° эта проекщя 

обращается въ зенитальную проекцш Ламберта, а при умень- 
шенш его до 0° — въ изоцилиндрическую. 

Чтобы перейти отъ касательнаго конуса къ касательной 
плоскости, надо подставить въ формулы (215) 9о = 90°, от- 
чего он'Ь обращаются въ сл-Ьдуюпця: 

а=1 8 = Х Ро = 
р = 2 2г8ш(45° — |-) 
формулы же (214) принимаютъ видъ: 

т = С08 (45° — I) п= вес (45° — |^ 

Такъ какъ зд1^сь птп представляютъ большую и малую 
полуоси указательницы, то эти формулы тождественны съ фор- 
мулами (111) зенитальной проекцш Ламберта (см. стр. 120). 

Для перехода отъ дасательнаго конуса къ касательному 
цилиндру надо въ формулы (215) подставить ^^ = 0; тогда 
ОН'Ь обращаются въ сл'Ьдующ1я: 

а=0 8 = р^^ир==оо 

Въ данномъ случа* радхусы параллелей на проекщи без- 
конечно велики, и самыя параллели суть прямыя, причемъ па- 
раллель съ радаусомъ ро изображаетъ экваторъ. Называя раз- 
стояюе любой параллели отъ экватора черезъ 2?, им^Ьемъ: 

^ = Ро - Р 

Изъ четвертой формулы (215) получаемъ: 
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Съ другой стороны 

Ро' -Р' = (Ро-р)Гро-ьр)= 2ро 2>(1 - ^3 

Сравнивая эти два выражешя^ подставляя шксто ро ^^^ 
значеше изъ третьей формулы (215) и полагая 9о=^э получимъ: 

В = Е згп (р 

Подобнымъ же образомъ составивъ произведете ар и введя 
его въ формулы (214), получимъ: 

т = со8^ п = зес^ 

Эти выражешя тождественны съ формулами (140) и (142) 
изоцилиндрической проекцш (стр. 148 и 149). 



Проекщя Альберса представляетъ значительный шагъ впе- 
редъ противъ проекщй Мердока, потому что она сохраняет!, 
равенство площадей не только въ ц-Ьломъ, но и въ малМшигь 
частяхъ; однако перемены масштаба на пространств* карты 
какой-нибудь страны все же довольно значительны, и при томъ 
уклонешя частныхъ масштабовъ отъ главнаго на параллели, 
ближайшей къ полюсу, больше, чЬмъ на крайней параллели, 
обращенной къ экватору (см. таблицу на стр. 212). 

Легко построить равновеликую коническую проекцш, на 
которой уклонетя частныхъ масштабовъ отъ главнаго на край- 
нихъ и на средней параллеляхъ страны были бы одинаковы. 
Основанхемъ такой новой равновеликой конической проекщй мо- 
гутъ служить три уравнен1Я (В) на страниц'Ь 200. Разд'Ьливъ 
первое на третье, им'Ьемъ: 

Р1 С08^^ 

откуда, при гЬхъ же обозначешяхъ, получаемъ: 

р, -ь р, ^ ^ ^« ^ ^ 
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Условхе, чтобы боковая поверхность усЬченнаго конуса была 
равна поверхности шарового пояса, даетъ: 

(Р1 — Ра) (Р1 -Ь Ра) = —8гп 6 С08 (р^ (Ь) 

Изъ уравненШ (а) и (д) получаемъ сперва: 

п т> 1 / соз Ь . . 



V а С08 



8гп ^^ 

С08 в 



а загЬмъ в щ ср^ __А^?»_ 

Подставляя р^ или р^ въ первое или третье ур. (В), получимъ: 

= 1-1-8 



V] 



С08 6 згп 9о 

второе же ур. (В) поел* подстановки р^ = ^^^ и замены 
суммы р, -I- р5 изъ (с) даетъ: 



V 



(X С08 Ь 

= 1 — е 



згп <ро 

Складывая посл'Ьдн1Я два выражетя, получимъ формулу для 
вычислен1Я коэффиц1ента а, именно: 

а = созЬ зес* ^ згп ^^ (216) 

Для вычислен1я радауса р параллели на проекщи съ лю- 
бою широтою ср, им^емъ изъ услов1я равенства поверхностей 
на усЬченномъ конусЬ и на шарЬ: 

(р1^ — р^) а = 2 ^В' (згп ср — згп ^^) 
и зам'Ьняя р^ его выражешемъ, 



= -]/ 



С08^ <Р1 



^=1/ — Е-^ 2 («г» ср — 5«« 9,) (217) 
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Навонецъ масштабы тип вычисляются зд^^сь^ какъ и во 
всЬхъ другихъ подобныхъ проекц1Яхъ, по формуламъ (214): 

^^^ "- «Р (218) 



т = 



ар 



ар 
В С08 ^ 



Въ следующей таблиц* приведены числовыя величины этой 
проекщи для карты Россш при Е = 1 (а = 0.8189). 



? 


Р 


т 


1 
п р 


<|) 


7(Г 


0.4249 


0.983 


1.017 




1°58' . 


65 


0.5119 


1.оо8 


0.992 




5б 


60 


о.6оо4 


1.017 


0.983 




I 5б 


55 


0.6892 


1.016 


0.984 




I 52 


60 


0.7776 


1.009 


0.991 




I 5 


45 


0.8652 


0.998 


1.002 


1 


14 


40 


0.9517 


0.983 


1.017 




I 58 



Сравнивая эту таблицу съ подобною же таблицею для проек- 
щи Альберса (на стр. 212), легко заметить преимущества этой 
новой проекцш: перемены масштабовъ уменьшены на ней на 
цЬлую треть. 

Широта параллели съ наибольшимъ масштабомъ по мери- 
Д1ану и наименьшимъ масштабомъ по параллели определится, 
если приравнять нулю производную т (или п) по переменной ^^ 
что приводить къ формуламъ, подобнымъ выведеннымъ для той 
же цЬли формуламъ въ проекцш Альберса, именно: 

згп 2ф = — 5 ^; — с, ■ — : 

^ С08<р^-^2с08Ь8гпгр^8гп^^ 

згп ^ = 1д^ 

Въ нашемъ пример*: ф = 40°18''и ср = 58°0'; соотв^т- 
ствуюпце этой широтЬ масштабы суть: наибольгай т = 1.018 
и наименьшШ п = 0.983. 
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.1юбо1штно еще найти широты параллелей, на которыхъ 
н*тъ искажешй, т. е. гд1Ь т = /г = 1 и о = 0. Для этого слу- 
жить уравнеше, получаемое изъ формулъ (218), именно: 

ар = В С08 ср 

Заменяя р его выражен1емъ (217), находимъ поел* про- 
стыхъ преобразованШ квадратное уравнеше съ корнями: 



5ш 9 = « =ь1/ а' -ь 1 — а ( ^—^ ь 25^л ф- 1 

^ V хсозЬзгп^^ ^7 

Для нашего примера получается: ср' = 45°46' и ср"=67°8'. 

41. Равноугольныя проекц!!. Теор1Я равноугольныхъ ко- 
нпческихъ проекщй разработана еще Ламбертомь^ но на нее 
первоначально не обратили должнаго внимашя. Равноугольныя 
коническ1Я проекщй были оссЁнены по ихъ достоинству и стали 
получать широкое распространеше только поел* изсл'Ьдоватй 
знаменитаго германскаго геометра Гаусса (1777—1855), ко- 
торый показалъ, что эти проекцш представляютъ частный слу- 
чай р-Ьшетя задачи: изобрази1ъ одну поверхность на другой съ 
сохранен1емъ подобхя въ безконечно-малыхъ частяхъ (см. § 49). 
Любопытно, что Гауссъ родился въ годъ кончины Ламберта. 

Такъ какъ въ настоящее время равноугольныя коничесия 
проекщй применяются весьма часто, особенно для картъ Рос- 
С1И въ крупномъ масштаб*, то займемся выводомъ соотв*т- 
ствующихъ формулъ непосредственно для сфероида. Положивъ 
въ этихъ формулахъ ^ = О, легко перейти отъ нихъ къ бол*е 
простымъ выражешямъ для поверхности шара. 

Основаше и и высота V безконечно-малой трапещи на сфе- 
роид*, ограниченной двумя меридтанами съ разностью долготъ 
й?Х и двумя параллелями съ разностью широтъ й^^ выражаются 
формулами (смотри выноску на стр. 154): 



и = 



а С08 ^ (1\ _ ^ ( ^ — ^*) ^? 

(1 — е" згп" ^^у!» ^ ~ (1 — е' т' ф)''« 
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гд* а — большая полуось земного сфероида или радаусъ эква- 
тора, а ^— эксцентриситетъ эллиптическаго меридхана. 

Основанхе и высота соответствующей безконечно-малой тра- 
пецш на любой конической проекщи суть: 

гдЬ р — радаусъ параллели съ широтою ^^ а. а постоянный 
коэффищентъ, опред^лягопцй отношенхе угла между меридханами 
на проекцш къ углу между меридаанами на сфероид*, какъ 
видно изъ формулы (185). 

Условге подоб1я трапещй на проекщи и на шар* требуетъ 
пропорщональности ихъ сторонъ, т. е. должно быть: 

с^р _ 1; _ (1 — в*)б?9 

ар с1\ и~ С08'^{\ — ё^ згп^ ср) ^^ 

или 

^р __ а (1 — е^) й^ 

р ~ С08^(\ — е^ згп^ ср) 

Знакъ-поставленъ потому, что съ увеличешемъ широты 
9 радаусъ р уменьшается. 

Способъ интегрировашя второй части объясненъ въ § 32; 
получается: 

А 



1п о = — аЫ II -\- 1пк = 1п 

г тта 



ИЛИ 



гд* 



Р = ^ (219) 



1д (45° -ь I) 
(7 = — 1— и 5ш6=ет<р 

а к — постоянная, введенная интегрировашемъ. Такъ какъ при 
9 = 0, и = 1 п р = Л, то постоянная к представляетъ ра- 
дхусъ экватора на проекщи. Другая постоянная а им'Ьетъ бо- 
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л*е важное значеше, потому что она опред'Ьляетъ разные спо- 
собы построешя проекщи, о чемъ сказано ниже. 

Частные масштабы на равноугольной проекщи одинаковы 
по вс*мъ направлешямъ изъ одной точки, и потому выраже- 
те для масштаба }1 можно вывести, какъ отношете длинъ дугь 
параллелей на проекщи и на сферой;^, т. е, 

ар с1\ ар 

^ ~ гЛ\~г 

гд* г рад1усъ соответствующей параллели. Зам'Ьняя величину 
р его выражешемъ (219), получаемъ следующую общую фор- 
мулу для масштаба на равноугольныхъ коническихъ проекщяхъ: 

(' = ^г (»») 

Уголъ 8, составляемый на проекщи прямолинейными мери- 
даанами съ разностью долготъ X, вычисляется по изв-Ьстной 
формул* (185): 

8 = аХ (221) 

Формулы (219), (220) и (221) служатъ для вычислешя 
вс'Ьхъ равноугольныхъ коническихъ проекцШ. Входящ1Я въ нихъ 

постоянныя от к опре- 
деляются каждый разъ 
особо, по частнымъ ус- 
лов1Ямъ проекщи. 

Величина частнаго 
масштаба въ разсмат- 



11 

ФЛ*- 



Черт. бб. 



риваемыхъ проекщяхъ зависитъ только отъ широты мЬста, оста- 
ваясь постоянною на каждой параллели; поэтому при картахъ, 
построенныхъ въ этихъ проекщяхъ, прилагаютъ иногда особое 
построенхе, чтобы пользоваться картою съ такимъ же удобствомъ, 
какъ планомъ. Такое построеше показано на черт. 55. На нЬ- 
сколькихъ параллельныхъ прямыхъ отложены величины частныхъ 
масштабовъ для разныхъ широтъ <р = 35°, 40°... 75°, и за- 
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т*мъ соотв'Ьтствуюпця точки соединены непрерывными кривыми. 
Величина масштаба оказывается наименьшею на параллели, 
близкой къ средней параллели страны. Бъ с']^веру и къ югу 
отъ этой параллели масштабъ прогрессивно увеличивается. 

Чтобы получить широту параллели, на которой масштабъ 
им'Ёетъ наименьшую величину, надо приравнять нулю произ- 
водную выражешя (220) по переменной ср- Производная лога- 
риема этого выражешя даетъ: 

с11п |1 _ I €1г а Ш 

но 

с1г а(]— е')5шср Ли _ (1—е^)и 



с1<р (1 — е' зт^ 9)'" ^? С08 ср ( 1 — е^ згп^ ср) 

Поэтому широта 9 параллели съ наименьшимъ масштабомъ 
(Л определяется уравнешемъ: 

згп ^ = а (222) 

Этимъ выражешемъ пользуются для опред^летя постоян- 
ной ос при построенш равноугольной конической проекщи на 
касательномъ конусЬ; въ такомъ случа* наименьшй масштабъ 
находится какъ разъ на параллели касашя. 

Займемся теперь частными случаями равноугольной кони- 
ческой проекщи. 

/. Главный масштабъ сохраняется на одной данной 
параллели. Этотъ случай соотв*тствуетъ проекщи на каса- 
тельномъ конусб, для котораго дана параллель касан1я. 

Называя широту параллели касашя черезъ 9о? получаемъ 
постоянную а изъ формулы (222), именно: 

а = згп ср^, (223) 

ЗагЬмъ принимая, что главный масштабъ равенъ единиц'Ь, 
выводимъ изъ формулы (220) величину другой постоянной к: 

к = Я^^ (224) 

згп сро ^ ' 
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гд* значки о означаютъ, что величины г а II должны быть 
взяты для широты сро* Д^я бЬ1числешя р и |^. для разныхъ ши- 
ротъ надо пользовааъся общими формулами (219) и (220). 

Въ нижесл']^дующей таблиц1& приведены числовыя величины 
равноугольной конической проекщи на касательномъ конус]^ съ 
данною параллелью касан1Я ср^ = 55° и въ предположенш, что 
большая полуось земного сфероида а принята за единицу 
(« = 0.8192, А = 1.7983). 



? 



(О 



70° 

65 

60 

55 

60 

45 

40 



0.4563 
0.5261 

0.6144 
0.7018 
0.7891 
0.8770 
0.9660 



1.042 
1.017 
1.004 
1.0О0 
1.004 
1.014 
1.052 



1.085 


1.034 


1.008 


1.000 


1.007 


1.029 


1.064 



о" 

о 

о 

о 

о 

о 

о 



Широта 9о можетъ быть задана произвольно, но обыкно- 
венно она берется, какъ среднее ариеметическое изъ широтъ 
крайнихъ параллелей страны. По этой проекщи между прочимъ 
составлены: «Карта Азхатской Росс1и> въ главномъ масштаб* 
100 верстъ въ дюйм* на 8 большихъ листахъ (26 х 19 д.) 
и <Еарта пограничной полосы Азхатской Росс1и> въ главномъ 
масштаб* 40 верстъ въ дюйм* на 32 листахъ (23 х 20 д.); 
на первой карт* параллелью касан1я взята параллель съ 
широтою ?о = 54°, а на второй 44°; меридханы и парал- 
лели на этихъ картахъ проведены черезъ 2° по долгот* и 
широт*. 

Зд*сь у м*ста доказать, что равноугольная коническая 
проекщя при увеличеши отверстхя касательнаго конуса до 180° 
обращается въ стереографическую, а при уменьшенш его до 0°— 
въ проекщю Меркатора. 
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ДМствительно, при ср^ = 90° формула (223) даетъ «=1, 
а формула (220), если принять Землю за шаръ, обращается въ 

к 

[1 = 



Бсо5ср'^(45°-1-|) 



Если принять, что на экватор'Ь, т. е. при ср = О, масштабъ 
равенъ единиц*, то А = Л и выходить: 





1 1 


'■} (45° - 


-1) 




|1 — 


С05^<^(45°ч-|) ^ 




ЗагЬмъ 


формула (219) даетъ при 


к = Е 

1) 


и « = 


Л 



Подставивъ въ посл'Ьдшя дв* формулы 90°— 9 = й, полу- 
чимъ формулы (49) и (47) стереографической проекщи. 

При 9о = ^ формула (223) даетъ а = О, а формулы (224) 
и (219) А = оо и р = оо, т. е. экваторъ и вс* параллели на 
проекщи обращаются въ прямыя. Обозначая, по-прежнему, раз- 
стоян1е любой параллели отъ экватора черезъ 7?, им*емъ: 

Зд*сь экваторъ представляетъ параллель касанхя, и на немъ 
масштабъ долженъ равняться единиц'Ь; кром* того для эква- 
тора г = а, и потому формула (220) даетъ: 

ка 

отеуда _к_^± 

Подставивъ это выражете въ предыдущую формулу, по 



и- « ^"^ 
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лучимъ: 17^—1 

В = а 

а 

При а = О, дробь, представляющая второй множитель, обра- 
щается въ неопред1Ьленное выражеше; опред'Ьливъ его истин- 
ное значете, имЬемг: 

т]х^ М — модуль Бригсовыхъ логариемовъ. 

Наконецъ формула (220) поел* подстановки (а) и замены 

радхуса глюбой параллели на сфероид* черезъ — -:^р^=, даетъ: 



11осл'Ьдн1я дв-Ь формулы тождественны съ формулами (151) 
и (153) проекщи Меркатора. 

//. Масштабы на крайнихъ параллеллхъ страны 
одинаковы^ и главный масштабь сохраняется на парал- 
лели касанья. Этотъ случай соотв'Ьтствуетъ проеквди на ка- 
сательномъ конус*, для котораго параллель касашя не дана. 

Равенство масштабовъ на параллеляхъ съ широтами <р^ и 
срз даетъ по формул* (220): 

ка _ ка 
откуда постоянная а. опред-Ёляется а'бдующиыъ образомъ: 

а широта ср^ параллели касан1я вычисляется по формул* (222): 

81п 9о = а (226) 

Вторая постоянная к опред*ляется зд*сь, какъ и въ преды- 
дущемъ случа* по формул* (224), а величины р и |х по общимъ 
формуламъ (219) и (220). 
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Въ сл']&дующей таблиц^^ приведены числовыя величины 
равноугольной конической проекцш при услов1и равенства мас- 
штабовъ на крайнихъ параллеляхъ съ широтами ^^ = 40° и 
^^ = 70° на касательномъ конусЬ (а = 0.8293, 9о — 56°1', 
А = 1.7974). 



? 



Р 



и> 



70° 

65 

60 

бб 

50 

45 

40 



0.4285 
0.5180 
о.бобо 

0.6934 
0.7808 
0.8689 
0.9582 



1.036 

1.014 
1.005 

ьооо 

1.005 
1.017 

1.036 



1.073 

1.027 
1.005 
1.000 
1.011 

1.035 
1.073 
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///. Масштабы на крайнихъ параллеляхъ страны 
одинаковЫу и главный масштабъ сохраняется на данной 
промежуточной. Этотъ случай соотв*тствуетъ сЬкущему ко- 
нусу, для котораго дана одна изъ параллелей сЬчешя. 

Равенство масштабовъ на параллеляхъ съ данными широтами 
9 1 и 92 даетъ для вычислешя постоянной а, какъ и въ предыдущемъ 
случа*, формулу (225): 

Другая постоянная к определяется изъ формулы (220) по 
условш, чтобы на данной широгб срз масштабъ (1 равнялся 
единип^Ь (т. е. главному): 

(228) 



1с = ^-^- 



Величины р и |х вычисляются по общимъ формуламъ (219) 
и (220). Широты, гд* масштабъ наименьшШ и гд* онъ еще 
разъ равенъ единиц'Ь, вычисляются по формуламъ: 



8гп 9 = а 



в. Вятковек1й — Картографгя. 
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Въ нижеследующей таблиц* приведены числовыя величины 
равноугольной конической проекщи при условш равенства мае- 
штабовъ на крайнихъ параллеляхъ съ широтами ^1 = ^^° и 
(р, = 70° и сохранеши главнаго масштаба на параллели съ 
широтою срз = 50° (а = 0.8293, к = 1.7880). 



? 



Р 



О) 



70^ 

65 

60 

55 

60 

45 

40 



0.4263 

0.$1$3 
0.6028 

0.6898 
0.7767 
0.8645 
0-9532 



1.030 

1.008 

0.997 
0.995 

1.000 
1.012 
1.030 



1.0б2 
1.017 
0.995 
0.990 
1.000 
1.024 
1.0б2 



О" 

О 

О 

О 

О 

О 

О 



Наименьшй частный масштабъ находится на широт* 56°1', 
и масштабъ |х вторично равенъ единиц* на широт* 61°44'. 

IV. Главный масштабъ сохраняется на двухъ дан- 
ныхъ параллеляхъ. Этотъ случай соотв*тствуетъ проекщи 
на с*кущемъ конус* съ заданными параллелями с*чешя. 

Называя широты параллелей с*чешя черезъ 9з и ^д? им*емъ 
по условш проекщи изъ формулы (220): 



Ы 



г. и г' 



= 1 и 



ка 



г,П- 



= 1 



Сравнеше этихъ выраженШ даетъ для опред1^ешя постоян- 
ной а формулу: 

а загЬмъ каждое изъ нихъ даетъ (съ пров*ркой) постоянную к: 
*=^ = -4^ (230) 
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Величины р и [1 вычисляются по общимъ формуламъ (219) 
и (220). Въ этомъ случа* частные масштабы на простран- 
ств* между параллелями съ широтами ^з и ?4 выходятъ меньше, 
а вн'Ь ихъ больше главнаго, Наименьшй масштабъ существуетъ 
на параллели съ широтою, опред'Ьляемою уравнетемъ (222): 

згп ср = а 

Въ следующей таблиц* приведены числовыя величины 
равноугольной конической проеквди на конус* съ данными па- 
раллелями с'Ьчен1я '^3 = 50° я ^4 = 60° для Россш, т. е. для 
пространства отъ ?,=40° до 98=70° (ос=0.8202,Л=1.7913). 



? 



О) 



70° 

65 

60 

55 

50 

45 

40 



0.4338 
0.5233 

0.6112 
0.6983 
0.7853 
0.8729 
0.9616 



1.037 

1.013 
1.000 
0.996 
1.000 
1.011 
1.028 



1.076 
1.026 
1.000 
0.992 
1.000 
1.022 
1.057 



О" 
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О 

О 

О 

О 

О 



Наименьш1й масштабъ оказывается зд*сь на параллели съ 
широтою ср = 55°6'. 

Параллели, на которыхъ сохраняется главный масштабъ, 
выбираются обыкновенно такъ, чтобы он* д*лили дугу мери- 
даана между крайними параллелями страны на три равный части. 
Наприм*ръ, на построенной въ этой проекщи карт* Европы 
съ пред*льными широтами ?, = 30° и ^а = 70°, для широтъ, 
гд* сохраненъ главный масштабъ, взяты ?з = 43°20' и 
94 = 56°40'. 

Изв*стная Карта Европейской Россш, изданная Импера- 
торскимъ Русскимъ Географическимъ Обществомъ въ 1862 году 
на 12-ти большихъ листахъ въ масштаб* 40 верстъ въ дюйм*, 
составлена при данныхъ <р^ = 37°, ср^ = 71° и ^з = 46°, 

15* 
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94 = 58°. Вотъ значешя н'Ькоторыхъ ея частныхъ масштабовъ: 
на крайней южной параллели |а = 1.031^ на средней парал- 
лели (съ широтою ср = 52°) [1 = 0.994 и на крайней сЬвер- 
ной |х = 1.064. Въ такой же проекцш состаыены: новая «Спе- 
вдальная Карта Европейской Россш» въ масштаб* 10 верстъ 
въ дюйм* и «Военно-дорожная Карта Европейской Россш> въ 
масштаб* 25 верстъ въ дюйм*; на об*ихъ главный масштабъ 
принять для параллелей съ широтами 45° и 59°. 

V. Масштабы на крайниооъ параллеллосъ страны оди- 
наковы^ и наг1большгя уклонетл частныхъ масштабов^ 
отъ главнаго равны. Этотъ случай соотв*тствуетъ построе- 
Н1Ю проекщи на с*кущемъ конус*, у котораго параллели с*- 
чен1я не даны. 

Пусть широты данныхъ крайнихъ параллелей страны суть 
?1 я ?2; равенство масштабовъ на этихъ параллеляхъ даетъ 
(какъ во II случа*) формулу для вычисленхя постоянной а: 

Широта сро параллели съ наименьшимъ масштабомъ опре- 
д*ляется формулою (222): 

згп % = а (232) 

Такъ какъ на крайнихъ параллеляхъ масштабъ достигаегь 
наибольшей величины, а на параллели съ широтою сро —наи- 
меньшей, то равенство уклонен1й частныхъ масштабовъ въ ту 
и другую стороны отъ главнаго на параллеляхъ съ широтами 
?! и сро можетъ быть выражено двумя уравнен1ями: 

к а 
а, = =1-1-8 

ка 

'о ^^0 

гд* 5 — постоянная, исключаемая сложешемъ; сумма этихъ 
уравнетй даетъ формулу для вычислешя другой постоянной 
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проекщи^ именно: 



2г,Ц1г^Ц1 



к = Тга гга. (233) 

Вычислете р и [х производится по общимъ формуламъ 
(219) и (220). 

На этой проекщи существуютъ дв* параллели, на кото- 
рыхъ частные масштабы равны главному; широты ихъ опре- 
д-Ьдяются изъ трансцендентнаго уравнешя: 

Р'Ьшаемаго посл'Ьдовательными попытками и интерполированхемъ. 
Въ нижеследующей таблиц* приведены величины равно- 
угольной конической проекщи, вычисленной для Россш при 
условш равенства масштабовъ на крайнихъ параллеляхъ 
?! = 40° и '^2 = 70° и равенства наибольшихъ уклонетй 
частныхъ масштабовъ отъ главнаго въ ту и другую стороны 
(а = . 8293, фо = 56° 1' и А = 1 . 7658). 



Р 



О) 



70° 

65 

60 

55 

50 

45 

40 



0.4210 
0.5089 

0.5955 

0.6812 
0.7671 
0.8536 

0-9414 



1.018 

0.996 

0.985 
0.983 
0.988 

0.999 

1.018 



1.036 
0.991 
0.970 
0966 

0.975 
0.999 
1.036 



Наименьппй масштабъ на параллели ^^ = 56° 1' равенъ 
0.982, т. е. уклоняется отъ единицы на 0.018 въ мень- 
шую сторону на столько же, на сколько наибольшхе укло- 
няются отъ нея въ большую. Широты параллелей, на кото- 
рыхъ частные масштабы равны главному, суть 9' = 44° 47' 
и ср' = 66°15'. 
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Изъ сравнен1я таблицъ для всЬхъ разсмотр'Ьнныхъ пяти 

случаевъ равноугольной кониче- 
ской проекщи легко заметить, 
что посл'ЬднШ, V случай,— самый 
выгодный: въ немъ достигается 
наименьшее искаженхе на всемъ 
пространств* карты. Зам'Ьтимъ, что 
этотъ случай разработанъ на т4хъ 
же началахъ, который положены 
въ основате равнопромежуточной 
и равновеликой коническихъ про- 
екций, объясненныхъ на страни- 
цахъ 200—202 и 215—218. На 
черт. 56 изображена сЬтка проекщи 
Черт. 56. Гаусса для Европейской Россш, съ 

мерид1анами и параллелями черезъ Ъ° по долгот* и широгЬ. 

42. Поперечный ж косыя проекцш. При вывод* формулъ 
всЬхъ разобранныхъ выше коническихъ проекщи преролага- 
лось, что ось воображаемаго конуса совпадаетъ съ осью вра- 
щен1я Земли. Въ такомъ случа* проекщи эти выгодны для 
странъ, мало растянутыхъ по широт* и неопред*ленно про- 
стирающихся по долгот*, т. е. для странъ, вытянутыхъ вдоль 
какой-нибудь параллели. Если страна растянута не по парал- 
лели земной поверхности, а вообще вдоль какого-нибудь ма- 
лаго круга, то выгодн*е прим*нять поперечныя и косыя кони- 
ческ1я проекщи, соотв*тствующ1я поперечнымъ и косымъ ци- 
линдрическимъ проекц1ямъ, разсмотр*ннымъ въ §§ 36 и 37. 
Для страны, осевое направлете которой проходить по малому 
кругу, перпендикулярному къ плоскости экватора, надо прим*- 
нить поперечную коническую проекцт^ т. е. проекщю на 
конус* съ осью, лежащею въ плоскости экватора; для страны 
же, общее направленхе которой идетъ по произвольно распо- 
ложенному малому кругу, — косую коническую проекцщ т. е. 
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проеквдю на конус*, ось котораго совпадаетъ съ осью дан- 
наго малаго круга шара. 

Когда данъ малый кругь, вдоль котораго вытянута изобра- 
жаемая страна, то легко вычислить сферичесия координаты 
'^^ и X,, соотв'Ьтствуюпця географическимъ координатамъ ? и 
X любой точки, причемъ новыя координаты относятся къ. боль- 
шому кругу, параллельному данному малому, т. е. имеющему 
съ нимъ обпцй полюсъ на поверхности шара. Формулы, слу- 
жапця для вычислен1я новыхъ сферическихъ координатъ ?, и 
Х^ по даннымъ географическимъ ? и X, выведены уже выше 
въ §§ 36 и 37; именно: для поперечной конической проекщи 
служатъ формулы (177), а для косой— формулы (181). Вы- 
числивъ координаты ^^ и Х^ для всЬхъ точекъ пересЬче- 
Н1Я меридаановъ и параллелей страны, опред^ляютъ загЬмъ по- 
стоянный и друпя числовыя величины проекщи по фор- 
муламъ §§ 39, 40 или 41, смотря по тому, желаютъ ли 
им-Ьть равнопромежуточную, равновеликую или равноугольную 
проекщю. 

Такимъ образомъ здЬсь достаточно только показать, какъ 
вычислить положеше оси поперечнаго или косого конуса 
по данному положенш малаго круга, вдоль котораго вы- 
тянута данная страна. Положеше этой оси вполн* опре- 
д'Ьлится географическими координатами, т. е. широтою ^^ и 
долготою Хо точки перес*чешя оси конуса съ поверхностью 
Земли. 

Проще всего можно найти координаты 9о и Х^ при помощи 
земного глобуса. Проведя на немъ осевое направлете страны, 
получаютъ дугу малаго круга и, возставивъ на глазъ изъ 
двухъ ея точекъ перпендикулярныя дуги большихъ круговъ, 
продолжаютъ ихъ до взаимнаго пересЬченхя; географическое 
положен1е точки пересЬченхя и дастъ искомый координаты 

При отсутствш глобуса тЬ же координаты можно опреде- 
лить аналитически, что приводить, конечно, и къ болЬе точ- 
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нымъ результатамъ. Задача сводатся зд^^сь къ вычислешю 
положешя полюса малаго круга по даннымъ географическимъ 
координатамь трехъ его точекъ. Эта задача^ какъ изв^^тно^ 
встречается въ Астрономш • при опредЬлешж элементовъ вра- 
щен1я Солнца и планетъ по даннымъ координатамъ одного и 
того же пятна въ трехъ различныхъ его положешяхъ. 

Пусть Ау В я С (черт. 57) — три точки земной поверх- 
ности, заданный широтами ^^^ сра^ ?8 ^ долготами Х^, Х^, Х,, 
считаемыми отъ произвольно взятаго начальнаго мерид1ана РЕ. 

Требуется вычислить широту ^о 
и долготу Х^ точки ^ — по- 
люса малаго круга, проведен- 
наго черезъ три данный точки 
А, В я С. 

Проведемъ мерищаны РА^ 
РВ и РС данныхъ точекъ и 
соединимъ искомый полюсъ ^ 
съ гЬми же точками дугами 
большихъ круговъ ^Ау ^В и 
^С\ эти три дуги, очевидно, 
равны между собою, и пусть 
он* равны 90° — ф. Соединивъ еще точку ^ съ географиче- 
скимъ полюсомъ Р, получимъ дугу Р^ = 90° — ?о- Изъ 
образовавшихся трехъ сферическихъ треугольниковъ РА^^ 
РВ^ и РС^ им*емъ: 

вгп ф = 8гп ср^, вгп ср, -ь С08 сро <^08 ср, со8 (Х^, — X,) 

5шф = $Ш сро 8гп сра -Н С08 ^^ С08 сра €08 {\ — Х^) (234) 
8Шф = 5г/гсро5Ш?8 •^" С08%С08<р^С08 (Хо — Хз) 

Эти три уравнешя съ тремя неизвестными ф, сро ^ К 
даютъ р^Ьшенхе поставленной задачи. Исключете неизв*ст- 
ныхъ проще всего сдЬлать въ сл^дующемъ порядк'Ь: отнявъ 
второе и третье уравнен1я (порознь) отъ перваго, получимъ 




Ч^ерт. 67. 
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ра уравнешя съ двумя неизвестными сро и Х^: 

згп сро (5ш 91 — ^^ ?а) = 
= С08 9о { С08 9а С08 (Х^ — Хд) — С08 ^1 СОВ (К — X,) } (а) 

8гп 9о (5*л 91 — 8гп 9з) = 

= С08 9о {С08 9з ^« (^0 — ^з) — <^08 ^^ С08 (Х^ — X,) } 

Введя искусственныя подстановки: 

^0 ^2 =^ (^0 — ^1) — (^а — ^1) 
Хо Хз = (Х^, Л,) (Лд — X,) 

разложивъ соотв-Ьтствуюпце косинусы разности дугъ, разд*- 
ливъ первое уравнете на второе и разд^ливъ зат^мъ числи- 
теля и знаменателя второй части на сов (\ — X ^^ поел* про- 
стыхъ преобразован^, получаемъ формулу для вычислен1я дол- 
готы Х^: 

(д {К - X,) = (235) 

(л'пф,— лжр!) {со»^1— <?ов(рз СО* (Ха— X,)}— (м'пср!— лпФ,{сов<р1-сов <р,С08(Х,— Х1)} 
" (8%п ^1— в»л ^Рз) С08 сра вгп (Ла — Х1) — (лп ср1— лл 9а) соз Ф, «п (X, — Х1) 

Широта 9о выводится непосредственно изъ уравнен1я (а): 

С08 9а С08 (Хр — Хд) — С08 9. С08 (Хр — X,) 
^ "® 5Ш 91 — 5Ш 9а 

Наконецъ уголъ ф можно теперь вычислить по любой изъ 
формулъ (234). 

Приведенное р'Ьшете самое естественное, но окончательный 
формулы сложны и неудобны для логариемирован1я. Для по- 
вЬрки полезно пользоваться другими формулами, выведенными 
для р1&шешя разсматриваемой задачи изв']^стнымъ итальянскимъ 
астрономомъ Каньоли (1743 — 1816). Правда, его прхемъ 
искусственный, зато окончательныя формулы изящны и удобны 
для логариемирован1я. 

Обозначимъ углы РА^^ РВ^ и РС^, какъ показано на 
чертеж* 57, буквами р^ д ж г и проведемъ черезъ точки А 
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и В дугу большого круга АВ. Прим'Ьнивъ одну изъ аналопй 
Непера къ образовавшемуся сферическому треугольнику АВР^ 
им^емъ: 



^ РЛВ - Р ВА ^ Х.-Х,"'" 2 ... 

*9 2 = ""^3—2 ^7^^ ^*) 

СОВ ^' ^ ^^ 

Дал4е, непосредственно изъ чертежа видно, что 

^ Р5Л = ^ двА — ^ 

и такъ какъ, по равенству дуть А^ и В^^ ^ ^ВА = 
= ^ ЯАВ, то: 

А р^Б — А Р5Л =Р'^а 

Подставивъ это выражеюе въ формулу (6) и сд'Ьлавъ по- 
добные же выводы въ тре^тольникахъ АСР и ВСР (про- 
ведя предаарительно дуги большихъ круговъ АС и ВС), по- 
лучимъ: 



^ ;; -ь г ^ ^3 — ^1 

^^ ^~ = «'^^^ -^ ^ГТГ-.- (237) 



^5^ ^— = со<^ -^-^-- 



Эти три симметричный формулы служатъ для вычислетя 
вспомогательныхъ угловъ р, д и г. Теперь изъ сферическихъ 



2 


гм ^' 


-^ъ 




2 

— 98 




2 


гоя '^' 


-^9з 




2 

— 9з 


о*7б 


2 


ЙПЧ ^' 


-ь-98 


(Я/о 


2 
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треугольниковъ АР^ и ВР^ им*емъ: 

8гп р _ ^^ ?о 
згп (к^ — 1.^)^008^ 

згп д _ С08 ур 

8гп (Хд — X,) "" С08 ф 

откуда, по равенству вторыхъ частей, 

8гпр _ 8гп (Х„ — X,) 
8гп 2 ~ 8гп (Х^ — Х,) 

Составивъ зд'Ьсь отношешя разности членовъ отношенШ къ 
ихъ суммамъ, получимъ поел* простыхъ преобразован^: 

Наконецъ, изъ сферическаго треугольника АР^ по даннымъ 
сторон* АР = 90° — ^1 и угламъ р и Х^, — Х^ получаемъ для 
вычислетя сторонъ 90° — 9о и 90° — ф анадогш Непера: 

X, — X, -4-^ 



СОВ 



ьд 



5*о_"-11 — 



= Ц45°-|-)- 



X X « ^^^^ 



«« ^0 — ^^1 -+^ 1> 



2 

Числовой прилтръ. Бы<шслить географичесБ1я координаты 
полюса малаго круга, проходящаго черезъ три точки: 

1) <р, = и- 32° 30' X, = 131° О' 

2) ср, = и- 36 О X, = 139 О 

3) 9з = ^- 43 30 X, = 142 30 
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По формуламъ (234) — (236) или (237)— (239) нахо- 
димъ ?о = 42° 14', ^0 = 129° 10' и ф = 80° 9'. 

43. Прямоугольный координаты. На всЬхъ Боническихъ 
проекщяхъ, на которыхъ ось конуса совпадаегь съ осью вра- 
щен1я Земли, мериданы представляются прямыми, лучеобразно 
расходящимися изъ одной точки подъ равными углами, а па- 
раллели — дугами концентрическихъ круговъ; поэтому построе- 
Н1е ихъ, повидимому, очень просто: вычисливъ рад1усы р, чертятъ 
систему концентрическихъ дугь и пересЬкаютъ ихъ прямыми, 
расходящимися изъ общаго центра всЬхъ дугь подъ углами о. 
Однако, при крупномъ масштаб*, когда карта составляется на 
многихъ листахъ, непосредственное черчеше окружностей весьма 
большихъ радаусовъ и длинныхъ прямыхъ почти невозможно; 
даже для карты, помещающейся на одномъ лист*, точка встречи 
мерид1ановъ оказывается, обыкновенно, вн* листа и притомъ такъ 
далеко, что самые болыпхе штангенъ-циркули недостаточны. Не- 
посредственное вычерчиваше поперечныхъ и косыхъ коническихъ 
проекщй, на которыхъ меридханы и параллели представляются 
трансцендентными кривыми, совершенно невозможно. 

Проще и точнее строить проекщй по точкамъ, для кото- 
рыхъ предварительно вычисляютъ прямоугольныя координаты. 
Примемъ общую точку 11ерес'Ьчен1я вс*хъ мерид1ановъ за на- 
чало координатъ, средн1й меридаанъ примемъ за ось .у-овъ, а 
прямую, къ нему перпендикулярную, за ось л:-овъ. Углы, 
подъ которыми последовательные мерид1аны иерес*каютъ сред- 
шй меридханъ, суть 8, 23, 38... п8, а радаусы посл*дователь- 
ныхъ параллелей — р, причемъ величины 8 и р вычисляются 
для каждой проекщй по формуламъ, даннымъ въ предыдущихъ 
§§ 38 — 41. Прямоугольныя координаты хну любой точки 
пересЬчешя меридхановъ и параллелей заданной угломъ пЬ 
и рад1усомъ р, определяются известными выраженхями: 

(240) 

у = р. €08 по 
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Бычислете производится только для одной половины точекъ 
сЬти, наприм'Ьръ, для части къ востоку отъ средняго мери- 
даана; для части къ западу отъ него абсциссы берутся со 
знакомъ — , а ординаты остаются т* же, словомъ, вместо н- 8 
надо принимать — 8. Величины р получаются сперва въ частяхъ 
радгуса Земли Я (или въ частяхъ большой полуоси земного 
сфероида а), поэтому для вычислеюя формулъ (240) надо всё 
р умножить на В (или а\ выраженный въ главномъ масштаб'^ 
проекц1И (см. ниже, числовой прим'Ёръ). 

Ординаты у выражаются, обыкновенно, весьма большими 
числами, и потому, для удобства построешя, ихъ считаютъ не 
отъ основной оси л:-овъ, а отъ перпендикуляровъ, возстав- 
ленныхъ къ среднему меридаану изъ точекъ его пересЬчетя 
съ посл'Ёдовательными параллелями. Бъ этомъ случа'Ё новыя 
ординаты у^ суть разности между радаусомъ р соответствую- 
щей параллели и ординатами ^, вычисленными по второй изъ 
формулъ (240), т. е. 

пЬ 

У = р — р С05 л8 = 2р 81П^ -у (241) 

Если карта составляется на многихъ листахъ, то начало ко- 
ординатъ переносятъ въ одну изъ угловыхъ точекъ каждаго листа. 
Пусть координаты такой точки, вычпсленныя по формуламъ 
(240), будутъ х^ и у^\ новыя координаты х^ и у^^ служапця 
для нанесен1я точекъ даннаго листа, вычисляются по формуламъ: 



Я7. — X Жл 



Ух=У — Уо 



(242) 



Если сЬть меридаановъ и параллелей достаточно частая, то 
координаты посл'Ьдовательныхъ точекъ представляютъ ряды 
правильно возрастающихъ или убывающихъ чиселъ, такъ что 
по разностямъ ихъ легко слЬдить за верностью вычислетй. 

Когда координаты отдЬльныхъ точекъ вычислены^ и самыя 
точки нанесены на бумагу, то остается провести мерид1аны и 
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параллели. Меридханы чертятся по лднейк1^, а параллели по 
лекалу, прикладываемому къ тремъ или четыремъ посл-Ёдова- 
тельнымъ точкамъ. При крупномъ масштаб'^ параллели им'Ьютъ 
обыкновенно столь незначительную кривизну, что ихъ тоже 
можно проводить по линейк*, отъ точки къ точк*. 

Числовой примгьръ. Вычислить прямоугольныя координаты 
точекъ равноугольной конической проекщи (§ 41, V слу- 
чай) для Европейской Россш въ масштаб* 100 верстъ въ 1 
дюйм*, съ меридханами и параллелями черезъ 5° по долгот* 
и широт*. 

Яа стр. 229 для такой проекщи даны постоянная а и ве- 
личины р. При X = 5° им*емъ по формул* (221) 8 = аХ = 
= 4° 8' 47". ЗагЬмъ, принимая разм*ры Земли Кларка 
(1880 г.), им*емъ а = 2 989 457 саж. и, зам*чая, что 100 
верстъ = 50 000 саж., получаемъ въ главномъ масштаб* про- 
екщи а = 59.789 дюйма; умножая вс* радаусы р таблищл 
стр. 229 на это число и составляя углы 8, 28... 58, 
им*емъ: 



? 



^9? 



въ дюймахъ 



8/. 



70° 

66 

60 

56 

50 

45 

40 



.40087 
48з 25 

•551 39 
.6о9 88 
.661 45 
707 88 
.75038 



25.170 
30.426 

35-595 
40.728 
45-862 
51.036 
56.284 



ОР 

б 
10 
16 
20 
25 



о" о' о" 

4 8 47 
8 17 34 

12 2б 21 
1б 35 8 
20 43 55 



О" о' о" 
2 4 24 
4 8 47 

6 13 II 

8 17 34 

10 21 58 



Съ этими данными, по первой изъ формулъ (240) для х 
и по формул* (241) для у^ получаемъ сл*дующ1я прямо- 
угольныя координаты (въ дюймахъ) точекъ перес*чен1я мери- 
д1ановъ и параллелей, по которымъ легко построить и самую 
€*тку проекщи. 
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? 



х=о° 



10° 



15° 



20° 



25° 



70° 

65 

60 

55 

60 

45 

40 



X =о.ооо 
у' = оюоо 

X =0.000 
у' = 0.000 

X =0.000 
у' = 0.000 



X : 



:0.00О 
: 0.000 



X =10.000 
у* = 0.000 

X =:0.000 
у' = 0.000 

X =:0.000 
у' =. 0.000 



1.820 

о.о66 

2.200 

0.079 

2.574 
0.094 

2-945 

о. 107 

3.316 

0.120 
3.690 

0.134 

4.069 

0.147 



3630 

0.264 

4-388 
0-318 

5-Ч4 
0-373 

5.874 
0.426 

6.615 

0.480 

7-зб1 
0-534 

8.118 

0-588 



5-421 

0.591 

6.554 
0.7Ч 

7.667 
0.836 

8.772 
0.956 

9.878 
1.077 

10.993 
1.198 

12.123 
1.321 



I 

7-184 I 

1.048 ■ 

8.685 I 

1.265 I 

10.1б0 I 

1.481 I 

11.625 I 

1.694 I 

13.091 I 

1.908 ! 

14.568 I 

2.123 

16.065 
2-341 



8.910 
1.630 

1а77о 
1.970 

12.6оО 

2-305 

14-417 
2.6з7 

16.234 
2-970 

18.066 

?-305 

19.923 
3-644 



Среднимъ мерид1аномъ въ Европейской Росс1и принимаютъ 
обыкновенно меридханъ 10° къ востоку отъ Пулкова. 



VI. 

Поликоничеет проекщи. 

44. Обпця заж^чашя. Во всЬхъ коническихъ проекц1яхъ на 
касательномъ конусЬ главный масштабъ сохраняется только по 
параллели касатя, и съ удалетемъ отъ нея частные мас- 
штабы увеличиваются. При большомъ протяжеши страны по 
широгЬ частные масштабы на крайнихъ параллеляхъ весьма 
значительно уклоняются отъ главнаго. Невольно является мысль 
сд1^ать вс^ параллели параллелями вжгмщ т. е. проектиро- 
вать данную страну не на одинъ, а на много конусовъ; та- 
кая мысль осуществлена въ многоконусныхъ или поликониче- 
скихъ проекщяхъ. 

Сущность построешя всЬхъ поликоническихъ проекщй за- 
ключается въ томъ, что на прямой, изображающей средшй ме- 
ридганъ страны, откладываютъ выпрямленный дуги меридаановъ 
между посл'Ьдовательными параллелями на земномъ шар'Ь (или 
сфероид'Ь). Черезъ каждую полученную точку проводятъ дугу 
круга, радаусъ которой равенъ длин* касательной, проведен- 
ной къ мерид1ану у соответствующей параллели отъ точки 
касан1я до встр-Ьчи съ продолженною осью вращешя Земли. 
Центры всЬхъ параллелей лежать на среднемъ меридаанЬ, и 
отдЬльныя параллели изображаются дугами эксцентрическихъ 
круговъ. Этимъ-то, главнымъ образомъ, и отличаются полико- 
ничесшя проекцш отъ проекщй коническихъ, разсмотр*нныхъ 
въ глав* У-ой,.гд* параллели изображаются дугами концен- 
шрическихъ кр)товъ. Такимъ образомъ на поликоническихъ 
проекщяхъ разстоян1я между параллелями по м^р* удаленхя отъ 
средняго меридаана непрерывно возрастаютъ. 
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Радаусъ р любой параллели съ широтою ^ на всЬхъ по- 
ликоническихъ ироекщяхъ выражается формулою: 

р = Д со1д 9 (843) 

гд* ^й— радхусъ Земли, уменьшенный въ главномъ масштаб* 
проекщи. По этой формул'6 рад1усъ экватора равенъ безко- 
нечности, а самый экваторъ изображается на проекщи прямою, 
перпендикулярною къ среднему меридаану страны. 

На чертежахъ 58 и 60 прямая 08 представляетъ средшй 
мерищанъ, а прямая ^Х— экваторъ. Разстояше О В = ^ лю- 
бой параллели ВМ съ широтою ^ отъ экватора по среднему 
меридаану определяется формулою: 

в = В^ (244) 

а разстояше 08 = ^ центра /У соответствующей параллели 
отъ экватора же, равное сумм* 5 и р, выходитъ: 

^ = В{г^ -^ соЬд ср) (245) 

Вотъ числовыя величины р, ^ и ^ для отд*лъныхъ парал- 
лелей, сл*дующихъ черезъ 15° по широт*, и при ^ = 1. 



90° 
76 
60 
45 
30 
15 
О 



о.оооо 
0.2679 
0-5774 

1.0000 

1.7321 

Я-7321 

СЮ 



1.5708 
1.3090 

1.0472 

0.7854 

0.5236 
0.2618 
о.оооо 



1.5708 
1.5769 

1.6245 

1.7854 

2.25 5б 
3-9938 



Впосл*дствш понадобятся еще приращешя величинъ р, 5 и $^, 
соотв'Ьтствующ1я приращетю широты ^. Эти приращешя легко 
получаются дафференцировашемъ трехъ выражешй (243)— 



в. Внтковск]'й.— Картогра<1>{я. 
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(245) и предстаБляются формулами: 

ар = -^ (246) 

(Лз = ва^ (247) 

02 = — Е сб1д^ 9 е?ср (248) 

Формулы (243)— (248), обпця для всЬхъ поликоническихъ 
проекцШ, вполн* опред'Ьляютъ точки д'Ьлешя средняго мери- 
Д1ана и даютъ все, что нужно для проведешя параллелей. Раз- 
лич1е отд'Ёльныхъ поликоническихъ проекщй заключается въ 
начерташи меридаановъ (кром* средняго). Вообще меридааны пред- 
ставляются кривыми, проводимыми по точкамъ, и въ этомъ от- 
ногаенш можно ставить разный дополнительныя услов1я. Въ 
посл'Ьдующихъ §§ разсмотр^ны наиболее распространенныя по- 
ликоническ1я проекщй, именно простая и прямоугольная. На 
простой поликонической проекщй длины дуть параллелей равны 
соотв1>тствующимъ длинамъ параллелей на шар*, и, следова- 
тельно, на вс'Ьхъ параллеляхъ сохраняется главный масштабъ, 
но меридааны пересЬкаютъ параллели подъ острыми и тупыми 
углами; на прямоугольной или ортогональной поликонической 
проекцш ВСЁ мерид1аны пересЬкаютъ параллели подъ прямыми 
углами, но зато масштабы по параллелямъ оказываются раз- 
личными не только на разныхъ параллеляхъ, но и въ разныхъ 
мЬстахъ каждой изъ нихъ. 

Искажен1Я въ поликоническихъ проекщяхъ возрастаютъ съ 
удалешемъ отъ средняго мерид1ана, тогда какъ во всЬхъ ко- 
ническихъ проекц1яхъ— съ удалешемъ отъ параллели касатя 
или вообще какой-нибудь данной параллели; такимъ образомъ, 
не смотря на сродство этихъ проекщй, свойства ихъ прямо 
противоположны. Наконическихъ проекщяхъ изоколы совпадаютъ 
съ параллелями, а на поликоническихъ представляютъ кривыя, 
направляюпцяся почти по меридганамъ. Боническ1я проекщй 
очень пригодны для странъ, мало растянутыхъ по широгЬ и 
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неопределенно простирающихся по долготе, хотя бы на ц1ше 
360°; поликоничест же, наоборотъ, особенно выгодны для странъ, 
мало растянутыхъ по долгот^^ и неопределенно простирающихся 
по широгЬ, хотя бы отъ одного полюса до другого. 

45. Простая попконическая проекщя. Способъ проБеден1я 
средняго меридаана и всЬхъ параллелей объясненъ въ преды- 
дущемъ § 44. На калсдой параллели, начи- 
ная отъ средняго меридгана, откладываютъ 
части, равныя дугамъ соотв'Ьтствующихъ па- 
раллелей на шар1> (или сфероид'Ё) и получен- 
ный точки соединяюгь непрерывными кри- 
выми, изображающими меридханы. 

Пусть прямая ОУ (черт. 58) предста- 
вляетъ средшй мерид1анъ страны, О'Х. — 
экваторъ, а ВМ—щ^^^ круга съ центромъ 
/У— параллель съ широтою 9- Назовемъ дол- 
готу произвольной точки М на этой парал- 
лели черезъ X. Соединивъ М съ центромъ 1|У 
и обозначая уголъ В8М буквою о, им*емъ 
для длины дуги ВМ два выражен1я: во-первыхъ, эта дуга равна 
произведенш радхуса В8 = М8 = р на уголъ 8, т. е., по 
формул* (243): 

во-вторыхъ, эта же дуга, какъ равная дугЬ параллели съ шп- 
ротою 9 и разностью долготъ X на шар*, должна быть: 

Т)Ж = Д С05 ср . X 

Сравнивая эти два выражетя, получаемъ следующую фор- 
мулу для вычислешя угловъ § на каждой параллели проекщи: 

г = \^гп 9 (249) 

Такъ какъ нельзя откладывать выпрямленный дуги парал- 
лелей по круговымъ дугамъ на проекщи, то приб'Ьгаютъ иногда 

16* 




Черт, 
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къ вычисленш соотв'Ьтствующихъ хордъ, но еще проще строить 
проекщю по точкамъ; именно, прямоугольныя координаты произ- 
вольной точки Му т. е. л: = АМ и у = ОА^ опред'Ьляются фор- 
мулами: ^ ^ , . ;. 

(250) 

у = д — р . С08 о 

ГДЕ величины р и ^ должны быть заран1&е вычислены по фор- 
муламъ (243) и (245), или взяты изъ таблицы на стр. 241. 

На черт. 59 изображено въ 
простой поликонической проекцш 
ц^лое полушар1е съ меридаанами 
и параллелями, проведенными че- 
резъ 15° по долгот* и широт*. 
Легко заметить, что вс* меридаа- 
ны представляются кривыми, обра- 
щенными къ среднему меридаану 
своею вогнутостью, и меридханъ съ 
долготою X = ± 90° мало отли- 
чается отъ окружности. Если про- 
должить д)ти параллелей и сд-Ьлать 
описанный выше построен1я, то на простой поликонической 
проекцш можно изобразить и всю земную поверхность. 

Чтобы изсл-Ьдовать искажетя, найдемъ прежде всего, подъ 
какими углами пересекаются па проекщи мерид1аны съ парал- 
лелями. Проведемъ на прежнемъ черт. 58 параллель В^М^ съ 
широтою ср -+- й?(р; эта параллель им^егь центръ аУ^ и радхусъ 
В^/8!^ = Л^|/У| = Р|. Если точка М^ лежитъна той-же долготЬ X, 
какъ и точка Л/, то ММ^ представляетъ безконечно-малуюдугу 
меридхана, которую можно принять за прямую, и уголъ 8ММу^ = г 
выразить величину искажетя, потому что радаусъ 8М^ оче- 
видно, нормаленъ къ дуг* параллели ВМ. Изъ чертежа видно, 
что съ точностью до величинъ второго порядка малыхъ величинъ 




Черт. 59. 



1д г = 



км, 
км 



(а) 
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Для опред*лешя отрезка КМ^ соединимъ К съ аУ^ пря- 
мою К8^\ тогда 

КМ, = 8,М, . ^ М,8,К = р, . ^ М,8,К (Ь) 

Изъ треугольника 88^К съ вн4шнимъ угломъ 08^К^ 

им*емъ: 8, — ^ М,8,К = 8 -ь ^ 5^5:5, 

откуда ^ М,8,К = 8, — 8 — ^52Г5, (с) 

Разность 8^—8 представляетъ приращете угла 8 при пе- 
реход* отъ параллели ВМ съ широтою <р къ параллели В^М^ 
съ широтою 9-ьй??, и потому эту разность можно получить 
дифференцироватемъ формулы (249), считая долготу X вели- 
чиною постоянною; такимъ образомъ: 

8, — 8 = с?8 = X С05 ср ^9 (^) 

Для опред'Ьлен1я безконечно-малаго угла 8К8^ опустимъ 
изъ /У^ перпендикуляръ 8^N на радаусъ 8М\ изъ двухъ 

ПОЛучеННЫХЪ ПрЯМОуГОЛЬНЫХЪ ТреуГОЛЬНИКОВЪ аУ^^!;^ и 8^]^ К 

им4емъ: ^^^^ ^ ^^^ ^^^ 8 = р, . ^ 8К8, 

Зд-Ёсь отр*зокъ /9/^1 или разность 80 — 8^0 представ- 
ляетъ приращете величины д, вычисляемое по формул* (248), 
но съ обратнымъ знакомъ, такъ что 

Если подставить (сГ) и (е) въ (с) и загЬмъ въ (6), то 
поел* приведешй получимъ: 

КМ, = (р, X С05 ср — Е со1д^ ср вгп 8) й^ 

Это равенство не нарушится, если рад1усъ р^ заменить 
зд'Ьсь рад1усомъ р изъ формулы (243); подставивъ еще сюда 
вместо долготы X ея выражен1е изъ (249), получимъ оконча- 
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тельно: ^д^^ ^ д ^^д^ ^ (3 — вт Ь) а^ (Я 

Отр'Ьзокъ КМ въ выражеши (а) можно определить не- 
посредственно изъ чертежа Бв-го, именно: 

КМ= 8М — N8 — ЛГ1Г = — (р, — р) — 88, сов 8 

Зд*сь р^ — р и а§^аУ^ представляютъ приращетя рад1уса р 
и величины З', такъ что съ помощью формулъ (246) и (248) 
и поел* простыхъ приведетй им^емг: 

^ГЛГ = Б со1д^ ср («ее* ср — сов 8) с^ср (5^) 

Подставляя (/) и {д) въ первоначальное выражен1е (а), 
получимъ, наконецъ: 



1д е = 



8 



вгпк 



(251) 



5ес' 9 — сов<^ 

Такъ какъ числитель и знаменатель правой части этой фор- 
мулы всегда положительны, то и уголъ е, характеризуюпцй иска- 
жеше на проекщи, всегда больше нуля. Въ частныхъ случаяхъ 
8 == 0: 1) вдоль средняго меридаана, потому что при X = О непре- 
м^нно и 8=0, см. форм. (249), 2) на экватор*, гд* правая часть 
выражен1я (251) хотя и принимаетъ видъ неопределенности, но 
истинное значете ея нуль, и 3) на полюсахъ, гд* %е6^^ = оо. 

Воп> числовыя значен1я угла е для разныхъ точекъ пере- 
с4чен1я мерид1ановъ и параллелей, сл^дующихъ черезъ 15° по 
широгЬ и долгот*. 



90° 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



о" 

о 

о 

о 

о 

о 

о 



15° 



30° 



о" 

о 

о 

о 

о 

о 

о 



о" о' 
о 5 

о 17 

о 27 

Ъ 28 

о 18 

о о 



45° 



60° 



о" о' 

о 17 

55 

1 24 
I 24 
О 52 
О О 



о" о' 

39 

2 I 

2 59 
2 53 

1 45 
о о 



75° 



90° 



о" о' 

3 39 
5 10 

4 50 

2 52 
О О 



О" о' 
2 О 

5 4б 
7 51 
7 8 
4 9 
о о 
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Изъ этой таблицы видно, что уголъ е вообще незначите- 
ленъ и особенно малъ при небольшихъ долготахъ X; для та- 
кихъ долготъ можно придать формул* (251) бол*е простой и 
удобный для вычислен1я видъ. Разложивъ ^дг^ зЫЬ и созЬ 
въ ряды и заменяя 8 его выражетемъ (249), поел* простыхъ 
преобразоватй съ точностью до малыхъ величинъ четвертаго 
порядка получаемъ: 

г = -^^Х^ со8^ згп 2ср (252) 

Любопытно, что вдоль каждаго меридаана уголъ е, начиная 
отъ экватора, гд* онъ равенъ нулю, сперва растегь, дости- 
гаетъ на известной широгЬ наибольшей величины и зат*мъ 
^тйеньшается, обращаясь на полюсахъ опять въ нуль. Следо- 
вательно, на каждомъ мерид1аЕЁ существуетъ точка, гд* уголъ 
е достигаетъ некоторой предельной величины. Приравнивая 
нулю производную выражешя (251) по переменной ^^ полу- 
чаемъ следующее уравнеше для вычисленхя широты такой точки: 

2 X (зсс ср -ь С05 9) ^^^^ 9 — ^ (^ — ^^^ ^)вгп ^ зес^ ср — 
— Х^ згп 8 згп ср сое 9 = О 

Это уравнеше приходится решать последовательными по- 
пытками и интерполироватемъ. Напримеръ, для крайняго ме- 
ридхана, т. е. для X = | или 90°, точка съ наибольшимъ угломъ 
г = 7'^56' лежитъ на широтахъ ср= г!1 41^32'. Для меридда- 
новъ съ небольшими долготами производаая уравнен1я (252) 
даетъ более простое выражен1е: 

1 
згп^ = ± -7= 

откуда ср==ь35°16'. 

Такимъ образомъ въ обоихъ полушар1яхъ на проекщи суще- 
ствуютъ две кривыя, вдоль которыхъ уголъ е имеетъ наи- 
большую величину. Кривыя эти пересекаютъ средтй меридаанъ 
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подъ широтами ср = :1= 35^16' и тянутся почти по паралле- 
лямъ, постепенно уклоняясь къ полюсамъ; даже на крайнемъ 
мериАхан* съ долготою X = =ь 90^ эти кривыя едва дости- 
гаютъ широгь ср = =±=41°32'. 

Вообще числа предыдущей таблицы и формула (252) по- 
казываютъ^ что неперпендикулярность мерищановъ и параллелей 
растетъ въ об'Ь стороны огь средняго меридхана сперва очень 
медленно; это обстоятельство весьма выгодно при изображеши 
странъ, мало растянутыхъ по долгот*. 

Обратимся теперь къ выводу выраженШ для частныхъ мас- 
штабовъ на простой поликонической проекцш. 

Масштабы т по мерид1анамъ представляются отношешями 
безконечно-малыхъ дугъ меридтановъ на проекцш {ММ ^ и на 

шар* {Вй^\ т. е. 

ММ^ _ КМ вес с 

Подставляя сюда вместо КМ выведенную выше величину 
(д), получимъ: 

т = {созес^ ^ — Шд^ ср сов Ь) вес е 

а заменяя сов Ь равной ему величиной 1 — 2 вгп^ ^ , поел* 
простыхъ преобразовашй находимъ следующую окончательную 
формулу: . 3. 

ш = [\ -^ 2 со1д^ 9 ^^^ 2 ) ^^ ^ \^Щ 

Такимъ образомъ, частный масштабъ по меридхану равенъ 
главному только вдоль средняго мерид1айа, гд* 8 = О и е = О, 
и на полюсахъ^ гд* Шд ? = О и е = 0; во всЬхъ прочихъ 
точкахъ проекцш т>\^ т. е. частные масштабы по мерида- 
намъ больше главнаго. 

При 9 = второй членъ въ скобкахъ формулы (253) обра- 
щается въ неопределенное выражеюе, но легко найти, что при ?^ = О 

со1д ср 8г;г 2 = 2 ^ 
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и, сл'Ьдовательно, на экватор*, гд* также е = О, 

ш = 1 -н ^ X' 

Въ следующей таблиц* приведены числовыя значен1Я мас- 
штаба т для разныхъ точекъ простой поликонической проекщи. 



(253*) 



\ X 


0^ 


15° 


30° 


45° 


60° 


75° 


90° 


90° 


1.000 


1.000 


1.000 


1.000 


1.000 


1.000 


1.000 


75 


1.000 


1.002 


1.009 


1.020 


1.034 


1.05О 


1.0б8 


60 


1.000 


1.009 


1.034 


1.074 


1.129 


1.195 


1.270 


45 


1.000 


1.017 


1.0б8 


1.151 


1.264 


1.404 


1.571 


30 


1.000 


1.026 


1.102 


1.229 


1.404 


1.б2б 


1.894 


15 


1.000 


1.0)2 


1.128 


1.287 


1.509 


1-794 


2.141 





1.000 


1^34 


1.137 


1.308 


1.548 


1.857 


2.234 



Изъ способа построешя проекщи ясно, что частные мас- 
штабы п по параллелямъ везд* равны главному, т. е.: 

п = 1 (254) 

Наконецъ, масштабъ площадей по формул* (24) равенъ 
тпсо8г^ такъ что для разсматриваемой проекщи: 

^? = 1 -н 2 со1д^ ср згп^ - (255) 

Вотъ числовыя величины масштаба площадей для разныхъ 
точекъ простой поликонической проекщи. 
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VI. 



Любопытно, что наибольш1я значешя масштабовъ тир 
на каждомъ меридаан^Ь оказываются на экватор* и къ обоимъ 
полюсамъ непрерывно уменьшаются, не смотря на то, что 
уголъ е до изв*стныхъ широтъ увеличивается. 

Такъ какъ углы между меридаанами и параллелями на 
простой поликонической проекцш очень мало отличаются отъ 
прямого, и частные масштабы по вс1^мъ параллелямъ равны 
главному, то полуоси указательницъ на проекщи почти совпа- 
даютъ съ направлешями меридхановъ (большая полуось) и па- 
раллелей (малая полуось); кром* того малая полуось Ь везд* 
лишь немного отличается отъ единицы. Если по формуламъ 
(16) — (19), даннымъ въ Глав* I, вычислить полуоси указа- 
тельницы ашЬ для разныхъ точекъ проекцш, то окажется, что 
полуоси и им'Ьютъ наибольшую величину на экватор* и затЬмъ 
на каждомъ мерид1ан* непрерывно уменьшаются до полюсовъ, гд* 
а = 1] полуоси же 6 на экватор* равны единиц* и сперва на 
каждомъ меридаан* уменьшаются, достигаютъ наименьшей вели- 
чины, а потомъ увеличиваются, обращаясь на полюсахъ опять въ 
единицу. Правда, уклонетя полуосей Ь отъ единицы весьма не- 
значительны; наприм*ръ на меридаан* X = 90°, гд* это укло- 
неше наибольшее на всемъ пространств* полушархя, наимень- 
шая величина Ь = 0.984, именно на широтахъ ср = — 47°28'. 

Въ заключеше приведемъ еще таблицу наибольшихъ иска- 
женШ угловъ («>) на простой поликонической проекщи; эти 
искажен1я вычислены по формул* (11), полагая в =90°-+ е. 
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Изъ всЬхъ пом*щенныхъ выше таблицъ ясно видно, что про- 
стая поликоническая проекц1я наибол^^е пригодна для странъ, 
вытянутыхъ по какому-нибудь меридаану. Съ удалетемъ отъ 
средняго мерид1ана искажен1я увеличиваются сперва медленно, 
такъ что до долготъ 5° — 10^ къ востоку и западу отъ него 
почти не превышаютъ неизб'Ьжныхъ ошибокъ построешй. 

Неизвестно, кому принадлежитъ первая мысль о простой 
поликонической проекщи; она впервые разработана и прим'Ё- 
нена на д-Ьл* къ составлешю карть въ Управленш Береговой 
и Геодезической Съемки Соединенныхъ Штатовъ, такъ что 
часто называется американскою проекцгей. Довольно подробно 
описалъ эту проекщю начальникъ названнаго Управлеюя Хиль- 
гардъ (1825 — 1891), когда онъ былъ еще наблюдателемъ, 
или, какъ американцы выражаются, ассистентомъ Съемки. 

Такъ какъ Соединенные Штаты бол^е растянуты по дол- 
гот*, ч^мъ по широт*, то, казалось бы, описанная проекц1я 
не представляется для нихъ самою подходящею; любая изъ 
коническихъ проекщй предыдущей Главы Т позволила бы 
изобразить эту страну съ меньшими искажен1ями. Такую 
странность можно, однако, объяснить патр10тическими сообра- 
жен1ями. Элементы коническихъ проекщй зависятъ отъ выбора 
крайнихъ параллелей страны, и каждое приращеше территорш 
къ северу или къ югу требуетъ вычислен1Я и составлешя со- 
вершенно новой сЬтки; поликоническая же проекщя не сопря- 
жена съ такой коренной переделкой: расширете территорш на 
с*веръ или на югъ заставить лишь прибавить несколько но- 
выхъ параллелей, нисколько не изменяя положен1я всЬхъ 
прежнихъ. На материк* Америки Соединенные Штаты ограни- 
чены съ востока и съ запада океанами, и тутъ распга- 
рен1е территор1и стеснено самою природою; напротивъ того, 
расширенш на с*веръ и на югъ нЬтъ, такъ сказать, фи- 
зическихъ препятств1й, и это государство можетъ занять по 
широгЬ пространство, недосягаемое ни въ какой другой части 
св^та. 
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4в. Пряиоугожьная подивоничеокая проевщя. Въ только-что 
разсмотр-Ьшой простой поликонической проекцш углы между 
мерид1анами и параллелями мало отличаются отъ прямыхъ; 
однако, существуетъ поликоническая же проекщя, въ которой 
эти углы точно прямые на всемъ пространств* сЬтки; такая 
проекщя называется прямоугольною или ортогональною по- 
ликоническою проекщей. Параллели проводятся на ней, какъ 
и на простой; построеше же меридхановъ 
существенно отличается; именно: это — 
кривыя, проводимый такъ, чтобы он* пере- 
секали ВС* параллели подъ прямыми углами. 
Пусть ОХ я О У (черт. 60) изобра- 
жаютъ на проекцш экваторъ и срерШ 
меридханъ, а круговыя дуги ВМ иВ^М^ — 
дв* безконечно-близк1я параллели съ ши- 
ротами 9 и 9-*-^?; возьмемъ на нихъ 
точки М Е М^^ лежапця на одномъ ме- 
черт. 60. ридхан* съ долготою X (считаемою отъ 

средняго мерид1ана /80). Такъ какъ дуги 
ВМ и В^М^, начиная отъ средняго меридхана, непрерывно 
расходятся, то элементъ ММ^^ перес*кающ1й ихъ по усло- 
вш проекщи подъ прямыми углами, представляетъ дугу, обра- 
щенную къ среднему меридхану своею вогнутостью. 

Проведемъ въ точкахъ М я М^ касательный М8 и 
М^8^ къ дуг* меридаана ММ^ до встр*чи ихъ со сред- 
нимъ мерид1аномъ въ точкахъ /У и яУ^. По условш проекщи 
отр*зки этихъ касательныхъ М8 ж М ^8 ^ представляютъ 
также рад1усы дугъ параллелей ВМ и В^М^. Пусть точка 
^ — м*сто встр*чи касательныхъ М8 и М^8^. Обозначивъ 
углы М80 и М^8уО^^ образуемые касательными М8 и 
М^8^ со среднимъ меридганомъ соотв*тственно черезъ 8 и8^. 
а уголъ 8К8^ черезъ е^ им*емъ изъ треугольника 8К8 ^: 

88. згпг . . 

8 К зто, ^ ^ 
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Отр^зокъ аУаУ, представляетъ абсолютную величину при- 
ращешя разстоян1я 08^ т. е. можетъ быть зам'Ьненъ выра- 
жешемъ (248); длина 8 К съ точностью до малыхъ величинъ 
второго порядка равна радхусу параллели М8^ для вычисле- 
н1я котораго дана уже формула (243); наконецъ, уголь е, рав- 
ный разности З^ — о, представляетъ приращете угла 8^ такъ 
что 8т 3 = 8 = ^. Вром* того^ опять съ точностью до ма- 
лыхъ величинъ второго порядка, можно считать вгп Ь^ = зтЬ. 
Со всЬми этими подстановками пропорщя (а) даетъ: 

Интегрируя это выраженхе, получаемъ: 

или ч 

о 

Й7 2 = ^ 5^^ ? {Л) 

Для опред1Ьлен1я произвольной постоянной С^ введенной 
интегрироватемъ, надо положить, что длина дуги какой-нибудь 
параллели на проекщи равна длин* соответствующей парал- 
лели на поверхности шара. Пусть длина сохраняется на парал- 
лели ВМ съ широтою ср- Опустивъ изъ М перпендикуляръ 
МА на средшй меридханъ, им-Ьемь изъ прямоугольнаго тре- 
угольника 8АМ: 

МА = 8М. згп Ь = Е со1д ^ ^ {Ь) 

1 -н 19^1 

Зам'Ьнивъ же ^д -^ только-что найденнымъ для него выра- 
жешемъ (А), получаемъ: 

МА = 1 гп—^2— (*1) 
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Для параллели, сохраняющей свою истинную длину, уголъ 
8 определяется формулою (249) простой поликонической про- 
екщи; поэтому равенство (Ь) можно представить и въ такомъ 

вид*: 

МА = Я со1д <р вгп (X 8гп ^) ' (б,) 

Сравнете выражетй (й,) и {Ь^ даетъ: 

2С _ вгп (X 8гп ср) 

1 ч- С^ 8гп^ 9 ~ 8гп'^ 

откуда для вычислешя постоянной С получается квадратное 
уравнеше съ корнями: 

X 8гп ф X згп с^ 

' згп 9 «*^ 9 

Формулы (А) и (2?) вполн* р*шаютъ вопросъ о вычисле- 
нш постоянной С и угла 8 для каждой точки проекщи. Зада- 
вая широту 9 параллели, на которой желаютъ сохранить истин- 
ную длину, можно получить безчисленное множество прямо- 
угольныхъ поликоническихъ проекщй; изъ нихъ самая распро- 
страненная и единственная вполн'ё разработанная проекц1я 
представляетъ тотъ частный случай, когда истинная длина, 
т. е. главный масштабъ, сохраняется на экватор*. Для этого 
случая (9 = 0) формулы (В) даютъ С\ = оо^ т, е. величину, 
не отвечающую услов1ямъ проекщи, и 



Сз — 7 



величину, получаемую раскрыпемъ истиннаго значен1я появ- 
ляющагося зд*сь неопределеннаго выражен1я. Вставляя этотъ 
корень въ формулу (А), определяющую величины угловъ 8 для 
каждой точки проекщи, имеемъ окончательно: 

{д\=\8гп^^ (256) 
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Съ перваго взгляда эта формула можетъ показаться слож- 
ЕЬе соответствующей формулы (249) простой поликонической 
проекцш. Тамъ углы 8 пропорщональны долгот* X, и потому 
ихъ сл'Ёдуетъ вычислять только однажды для каждой парал- 
лели и брать затЬмъ кратныя числа; зд'Ьсь же такой пропор- 
щональности н'Ётъ, и углы § необходимо вычислять для всЁхъ 
точекъ перес'Ьчен1Я меридхановъ съ параллелями. Т*мъ не мен*е 
эта, повидимому, бол'Ье сложная формула для угловъ 8 позво- 
ляетъ замечательно просто получать отдельный точки с*тки 
проекцш графически. ДМствительно, проведя въ В касатель- 
ную къ построенной уже параллели ВМ^ отложимъ на ней 
отр-Ьзокг ВВ^ равный половин* соответствующей дуги парал- 



лели, т. е. 



ВВ = -^В1 С08 9 

и соединимъ точку В съ центромъ аУ той же параллели. Изъ 
прямоугольнаго треугольника ВВ^: 

такъ что ^ . 

^ В8В = 2 = "2 ^^^ 

Такимъ образомъ для построен1я отдельныхъ точекъ мери- 
дхановъ на проведенныхъ уже параллеляхъ надо черезъ точку 
В перес'Ьчен1Я параллели со среднимъ мерид1аяомъ провести 
прямую ВВ, параллельную экватору ОХ, и отложить на ней 
половины истинныхъ длинъ дугъ соответствующей параллели, 
взятыхъ изъ таблицъ въ конце книги. Принявъ каждую полу- 
ченную точку (напр. В) за центръ, должно рад1усомъ ВВ 
засечь дугу параллели; полученная точка М {ВМ = ВВ) 
и дастъ соответствующую точку пересечен'ш мерид1ана съ 
параллелью. 
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Это остроумное и изящное построеше предложено вычисли- 
телемъ Англ1йской Съемки О^Фарреммъ. При мелкомъ мас- 
штаб* оно чрезвычайно просто и удобно: напротивъ того, при 
крупномъ масштаб'^, когда самое проведете параллелей весьма 
большими радаусами очень затруднительно, лучше вычислять 
сперва прямоугольныя координаты отдЬльныхъ точекъ перес*- 
чешя меридаановъ и параллелей. 

Принявъ экваторъ и средшй мериД1анъ за оси :г;-овъ и 
у-въ, им*емъ непосредственно изъ чертежа 60: 

X = АМ == В со1д 9 ^ш Ь 

у = АО = ВО -^- В8 — АЯ = 
= 7г<р -ь Б Шд 9 — В со1д ^ совЬ 

Припоминая изв'Ьстныя тригонометричестя формулы: 

2 <9^ I 1 - ^9' I 
8гп Ь = ^ и 008 Ь = ^ (с) 

и пользуясь вьфажетемъ (256), получаемъ: 

4БХ 008 9 



X = 



- Х^ 8гп^ ср 
ВХ^ 8гп 2ср 



(257) 



8гп* 9 

гд* ^й — радусъ земного шара въ главномъ масштаб*, а 
<Р и X широта и долгота данной точки. 

На черт. 61 изображена вся поверхность Земли въ пря- 
моугольной поликонической проекщи съ мерид1анами и парал- 
лелями, проведенными черезъ 15° по долгот* и широт*. 

Частный масшшабъ т по меридганамъ можно предста- 
вить отношетемъ элемента дуги мерид1ана ММ ^ = Аз на 
проекщи къ соответствующему элементу ВЛ'^ дуги меридаана 
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на шар'Ь^ такъ что ^ 



т = 



ВЛ^ 
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[Л) 



Изъ чертежа 58-го видно, что до малыхъ величинъ второго 
порядка 

ММ, =^8 = М8 — М8, — 88, С08 Ь = 
= — с?р -ь с?д соз Ь 




Черт. 61. 

ИЛИ, заменяя й?р и €1д ихъ выражен1ями (246) и (248), 

_ 1 — С08^ ^ созЬ _ 

аз = В :—г-^ Ф^ 

згп^ ср ^ 

и пользуясь формулами {с) и (256): 

4 -нХ' (1 -^соз^^^) , 



(О 



Подставивъ выражеше (е) въ (й?), получаемъ следующую 
формулу для вьиислешя масштаба т по меридаанамъ на пря- 
моугольной поликонической проекщи: 

4 ч- X' (1 н- соз^ ср) 



ш = 



в. В|1тковек!й.^Картограф!я. 



4 -ч- X* 8Ш^ ср 



(258) 
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или 



ш = 1 н- 



2 С08^ 9 



4^ 



8гп ср 



Последняя формула показываетъ, что т = 1 только по 
среднему меридаану (>^ = 0) и на полюсахъ (? = ± 90°); во 
вс*хъ же прочихъ точкахъ проекщи всегда т>1. На каждой 
параллели масштабъ ш растетъ съ удалетемъ отъ средняго мери- 
Д1ана, а на каждомъ мериданЁ онъ растетъ отъ полюса до эква- 
тора, гд* этотъ масштабъ достигаетъ наибольшей величины, 
именно, при ср = 0: 

т = \ 



2 



Сравнивая эти результаты съ значешями того же масштаба 
т на простой поликонической проекщи, видимъ, что на эква- 
тор*, вдоль средняго меридхана и у полюсовъ по вс*мъ мери- 
Д1анамъ масштабы т на об1^ихъ проекц1яхъ одинаковы; во 
всЬхъ прочихъ точкахъ масштабъ ш на прямоугольной не- 
много меньше, ч1Ьмъ на простой. Это видно изъ следующей 
таблицы числовыхъ величинъ масштаба ш на прямоугольной 
поликонической проекщи для разныхъ точекъ съ широтами и 
долготами, указанными въ заголовкахъ. 
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3-193 


4-427 


5-935 



Масгитабь п по параллелямь равенъ отношен1ю безко- 
нечно-малыхъ элементовъ параллелей на проекщи и на шар* 



46. 



ПРЯМОУГОЛЬНАЯ ПОЛИКОНИЧБСКАЯ ПРОБКЩЯ. 



259 



и потому можетъ быть выраженъ дробью: 

В С08 9 (й. 

Заменяя радхусъ р выражетемъ (243) и взявъ производ- 
ную угла 8 по переменной X изъ уравнен1я (256), получаемъ 
сперва: ^ . 



П = С08^ ^ = 



1 



^9'\ 



а загЬмъ, съ подстановкою (256), окончательно: 

4 



п = ,3 ■ . (259) 

Эта формула показываетъ, что масштабъ п равенъ глав- 
ному только на экватор* (? = 0) и вдоль средняго меридхана 
(Х]= 0); на каждой параллели онъ уменьшается отъ средняго 
мерид1ана къ крайнимъ, а по каждому меридхану отъ экватора 
къ полюсамъ, гд'Ь п д&лается наименьшимъ, а именно, при 
?=90°: ^ 

Въ нижесл^&дующей таблиц']^ приведены численный величины 
масштаба п по параллелямъ для разныхъ точекъ на прямо- 
угольной поликонической проекщи. 



15° 



I I 

30° 45° I 60° 



75° 



90° 



120' 



150' 



180' 



90" 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



1.СХЮ ! 0.983 

1.000 I 0.984 
1.000 I 0.987 



1.000 
ЬООО 
1.000 
1.000 



0.992 
0.996 

0.999 

1.000 



0.936 

0.940 
0.951 
0.967 
0.983 
0-995 

1.000 



0.866 I 0.785 

0.874 I 0.796 

0.896 I 0.829 

0.928 0.879 

0.963 0.936 



0990 

1.000 



0.982 

1.000 



0.700 
0.714 

0.757 
0.824 
0-903 
0.972 

1.000 



0.6x8 0.477 1 0.369 0.288 



о.6з5 
0.684 



о.494| 0.3851 0.303 
0.549 о.4з8; 0.351 
0.76411 о.б4б1о.5 391 0.448 
0.866' 0.78510.700 0.618 
0.960' 0.9321 0.897 1 0.858 

1.000|| 1.000, 1.О0О 1.000 

17* 
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Такъ какъ на прямоугольной поликонической проекцш ме- 
рид1аны и параллели пересЬкаются подъ прямыми углами^ то 
масттабг площадей равенъ непосредственно произведешю мас- 
штабовъ по мерид1анамъ и по параллелямъ, т. е. ^7 = тщ и по 
формуламъ (258) и (259): 

На среднемъ мерид1ан'Ь, гд* X = О, эта формула даегь 
р = 1у что и следовало, конечно, ожидать, потому что на сред- 
немъ меридтан* оба частные масштаба т я п равны главному. 

На экватор*, т. е. при ^ = 0^ р = 1 -^ -^ , что больше 
единицы, а на полюсахъ, т. е. при ? = =ь90°,^= ^^^а, что 
меньше единицы. Сл']^довательно, на каждомъ мерид1ан1^ должна 
быть точка, гд* р = 1 е площади не искажаются. Формула 
(260) даетъ для опред^лешя широты такой точки на каждомъ 
мерид1ан'Ь следующее биквадратное уравнеше: 

X' згп* ср ч- 12 вгп^^ — 8 = (261) 

Это уравнеше им1Ьетъ два вещественныхъ и два мнимыхъ 
корня; вещественные корни суть: 



±|/2(/9 4-2X^-3) .^^^ 

8гп^ = г^ {868) 

Подставляя сюда последовательно разный долготы, легко 
вычислить соотв-Ьтствуюпця широты; наприм'Ьръ: 

При X = О ^ = ± 54°44' 

— X = I или 90° . . 9 = ^ 50 25 

— X = тг или 180° . . ф = =!= 43 46 

Геометричесыя м-Ьста точекъ, для которыхъ р = 1у пред- 
ставляютъ на проекц1и дв* кривыя, разд^лягопия проекцш каж- 
даго полушар1Я (сЬвернаго и южнаго) на дв* области: къ сто- 
рон* экватора площади на проекщи больше соотв'Ьтствующихъ 
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площадей на шар*, а къ полюсамъ, наоборотъ, меньше. На чер- 
теж* 61 такая кривая АВ показана для сЬвернаго полуша- 
р1я; пересЬкая средни меридханъ на широт* 54^44', она тя- 
нется къ востоку и къ западу, медленно отклоняясь на югъ, 
и встр*чаетъ противоположный меридханъ (Х = 180°) на ши- 
рогЬ 43°46\ 

Уравнете (261) позволяетъ решать и обратную задачу: 
определить долготы точекъ, гд* кривая равныхъ площадей пере- 
с*каетъ данную параллель. Для этого надо вычислять X по 
данной широт* ср, именно: 



X = 



=ь2У2 — 3 



5гл* ср 



(263) 

8%П 9 ^ ' 

Наприм*ръ, параллель съ широтою ^ = 45° кривая рав- 
ныхъ площадей перес*каетъ подъ долготами 'к = ±VЬ или 
Х = =ь162°3'. 

Въ сл*дующей таблиц* приведены числовыя значен1Я мас- 
штаба р для разныхъ точекъ прямоугольной поликонической 
проекщи. 



X 


0° 


15° 


30° 


45° 


во° 


75° 


90° 120° 


160° 


180° 


90^ 


ьооо 


0.983 


о.93б 


0.866 


0.785 


0.700 


0.618 


0.477 


0.369 


0.288 


75 


1.000 


0.986 


0.948 


0.890 


0.820 


0.744 


0.668 


0.530 


о.42о; 0.353 


60 


1.0ОО 


0.996 


0.982 


о.9$8 


0.924 


0.880 


0.828 


0.714 


о.6о2 0.503 


46 


1.000 


1.008 


1.031 


1.0б1 


1.091 


1.114 


1.125 


1.103 


1.оз6| 0.942 


30 


1.000 


1.021 


1.о8з 


1.177 


1.296 


1.428 


1.561 


1.757 


1.960 


2.034 


15 


1.000 


1.031 


Ы22 


1.272 


1-475 


1.727 


2.022 


2.707 


5-470 


4.249 





1.000 

1 


1.034 


1.137 


1.308 


1.548 


1.857 


2.234 


3-195 


4427 


5-935 

1 



Меридханы на прямоугольной поликонической проекщи пред- 
ставляются трансцендентными кривыми и н*которыя свой- 
ства ихъ не лишены занимательности; наприм*ръ, кривизна, 
длина и площади, ими ограничиваемый, выражаются сравни- 
тельно весьма просто и изящно. 
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Известно, что рад1усъ кривизны к любой кривой опреде- 
ляется формулою: 

^ = Ш 

гд* й^5— безконечно-малая дуга кривой, а й?8— приращенхе угла, 
образуемаго касательною къ кривой съ какою-нибудь постоян- 
ною прямою. Въ разсматриваемомъ случа* элементъ дуги Лв 
определяется выражешемъ {е)\ уголъ же 5 есть известный уже 
уголъ 08 М на чертеж* 60, подъ которымъ касательная М8 
пересЬкаетъ средтй меридаанъ 08, принятый за ось у-овъ. 
Такимъ образомъ: 

_ 4-ьХ^ (1 ч- со^'у) Л^ 

~ 4 ч- Х^ згп^ <р * йЬ 

Взявъ производную выражен1я (256) и припоминая встр*- 
чавш1яся уже подстановки, получаемъ следующую формулу для 
радгуса кртизны меридгана на прямоугольной поликониче- 
ской проекщи въ любой ея точк*, определяемой данными ши- 
ротою 9 и долготою X; 

(264) 



д.^д 4-ьХ'(1ч-С08^у) 



4 X С08 ср 

Для средняго мерищана, т. е. для X = О, эта формула даетъ 
^ = оо, такъ что средни меридаанъ изображается прямою. Все 
проч1е мерид1аны суть кривыя съ переменными радиусами кри- 
визны; на экваторе (т. е. при ? = 0) каждый меридаанъ имеетъ 
рад1усъ кривизны: 



2Х 

У полюсовъ, где ср = 90°, рад1усы кривизны всехъ мери- 
д1ановъ равны безконечности, т. е. къ обоимъ полюсамъ мери- 
Д1аны на проекцш сходятся, какъ прямыя линш, но образуютъ 
со среднимъ меридханомъ различные углы; эти углы опреде- 
ляются уравнен1емъ: 
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вытекающимъ изъ формулы (256) посл* подстановки ср = 90°. 
Наприм*ръ, меридааны съ долготами 90° и 180° (Х = |и тг) 
перес*каютъ среднШ меридаанъ подъ углами 76^18' и 115°2'. 
Въ следующей таблиц* даны числовыя значешя радаусовъ 
кривизны меридаановъ въ разныхъ точкахъ прямоугольной поли- 
конической проекцш, вычисленныя по формул* (264), при ^й = 1. 




90° 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



оо 
сх> 
сх> 
оо 
оо 
оо 
оо 



15° 



30° 



45° 



60° 



75° 



90° 



120' 



150°1 180° 



оо 


оо 


оо 


оо 


оо 


оо 


15.028 7-919 


5.729 


4.769 


4.301 4-079 


7.803 4-147 


3-037 


2.564 


2.291 1 2.255 


5-540 


2.979 


2.217 


1.906 


1-775 


1-733 


4-543 


2.470 


1.867 


1.632 


1-543 


1.529 


4.036 


2.259 


1.711 


1.513 


1.446 


1.445 


5-951 


2.172 


1.666 


1.478 


1.4x8 


1.422 



ОО 

4.003 

2.2б4 

1.786 

1-573 
1-542 



оо 
4-174 

2.400 
1.929 

1.764 

1-705 
1.691 



оо 
4.4б8 

2.б00 

2.116 

1-955 

1.901 

1.889 



Изъ этой таблицы видно, что каждый меридханъ им^етъ 
наименьш1й радхусъ кривизны (или наибольшую кривизну) на 
экватор* и къ сЬверу и къ югу отъ него распрямляется, такъ 
что подходить къ полюсамъ, какъ прямая. Любопытно, одаако, 
что на каждой параллели рад1усы кривизны посл*довательныхъ 
мерид1ановъ, начиная отъ безконечности для средняго меридаана, 
сперва постепенно уменьшаются, достигаютъ на некоторой дол- 
гот* наименьшей величины, а зат*мъ увеличиваются. Такимъ 
образомъ, на каждой параллели существуетъ точка, въ кото- 
рой радаусъ кривизны мерид1ана им*етъ наименьшую величину. 
Чтобы вычислить долготу такой точки, приравняемъ нулю произ- 
водную выражетя (264) по перемЬнной X; это приводить къ 
формул*: 

(265) 



X = 



±2 



1/Т 



С08^<р 



Подставивъ такое значеше X въ выражеше (264), полу- 
чаемъ сл*дующую формулу для вычисленгя наименьшаго ра- 
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дгг/са кривизны К^ на каждой параллели: 



С08 9 



VI. 



(266) 



Въ нижеследующей таблиц* для разныхъ параллелей съ 
широтами 9 черезъ 15®, приведены долготы Х^ подъ которыми 
рад1усъ кривизны меридхана им'Ьетъ наименьшую величину, и 
соотв^тствуюпця значен1Я радхусовъ кривизны, вычисленный по 
формуламъ (265) и (266), причемъ въ последней принято ^й=1. 



? 



90^ 
76 
60 
45 
30 
15 
О 



114°35' 

III 6 

102 30 

93 34 

86 37 

82 25 
81 2 



схэ 

3-991 
2.236 
1.732 
1.528 

Ь439 

1414 



Чтобы опред^ить длину дуги мерид%ана на проекцш, 
надо интегрировать дифференщальное уравнен1е дуги (^), счи- 
тая начало каждой дуги на экватор'Ё: 



■/ 



8 = В I ^ Га— ^"2 — ^? = 

4 ч- л' 8гп^ 9 ^ 

о 



= Б 



8 ч- 2?^' — (4 ч- X' 5ш' <р) 
4 -+- X' 8ш' (р 



с?<р = 



= Б1/4-1-Х» 



1 - с1(р 



(^1^ТТТ 



У <^' 



Б!р 



4в. ПРЯМОУГОЛЬНАЯ ПОЛИКОНИЧЕСКАЯ ПРОБКЩЯ. 265 

или 

8 = в1 У'1~П^агад (^ УГ'-^^^'Ьд ср) — ? 1 (267) 

По этой формул* можно вычислить длину каждаго мери- 

Д1ана отъ экватора до любой параллели. Подставивъ сюда 
9 = |, получимъ для длины каждаго меридхана отъ экватора 
до полюса следующую бол'Ье простую формулу: 



2 



( /4 н- Х^ - 1 ) (268) 



Не приводя таблицы длинъ разныхъ мерид1ановъ, упомя- 
немъ лишь, что для средняго мерид1ана (X = 0) эта формула 
даетъ 8 = -^-у что и должно быть, потому что по всему 
среднему мерид1ану масштабъ т = 1; для меридхановъ же съ 
долготами Х = 90° и 180° получается: 

,= 1.543^ и 5 = 2.724^ 

т. е. эти меридааны увеличены на проекщи соотв'Ьтственно 
бол'Ье ч-Ьмъ въ полтора раза и почти втрое противъ истин- 
ныхъ своихъ длинъ на поверхности шара. 

Еще проще опред'Ьлить длину дуги параллели на про- 
екцш. Изъ чертежа 60 видно, что безконечно-малая дуга ^5^ 
параллели ВМ можетъ быть представлена въ вид'Ь: 

€1$^ = рЛЪ = В соЬд <р йЬ 

Дифференцирован1емъ формулы (256), считая широту ? 
величиною постоянною, получаемъ: 

8 4 8Ш ср 

^ 2 4 н- л' 8ггг 9 

и потому 

08. = 4:Е . , ,/. а (/) 
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или ,/^ 



б?5, = 2Е со1д (р - 



1 



(|вш(р) 



откуда, поел* интегрировашя между пределами О и X: 

8, = 2Е со1д ср агс1д (^ 8гл ср| (269) 

Не разбирая отд'коьныхъ величинъ ^^ для разныхъ широтъ, за- 
м^тимъ только, что для длины дуги экватора, т. е. при <р = О, эта 
формула даегь Е\ а для полюса нуль, что и должно быть. 

Опред'Ьлимъ, наконецъ, площадь, ограниченную какимъ-ни- 
будь мерищаномъ и среднимъ мерид1аномъ на проекцш. Всл'Ьд- 
ств1е перпендикулярности м'еридаановъ и параллелей дафферен- 
щалъ площади {АР) равенъ произведенш дафференщаловъ 
дугь мерищана и параллели; пользуясь полученными уже выше 
выражен1ями {е) и (/), им*емъ: 

(4 -+- л' згп^ <р) 

и 1С 

•/ ^ X (4 -ь Х^ згп^ ^У ^ 

о о 

Введа подстановку 

а; = л згп ср 

в,х=^Х С08 9 с1гр 
и замечая, что, при (р = | , л? = X, получимъ 

о о 



(4 н- х^У 



= 4й' /т/ ' -;.;^:;. -' '^'^ 
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но 

/ с1х _ 1 г ах X 

(4н-а;')'~8^ 4-1-а;»"^8(4 -нж») 

С их 1 ^ X 

7 4^-^ = 2 '^'"^^^ 

Сл1Ьдовательно: 

X 

о 

Д^ш ннтегрировашя посл^^дняго выражетя припомнюгь, что 
вообще 

\ уагс1дуйу = у / о,г<Лд у йу^ = 
= -у^агс1ду-^]{^,= 

= 2(1 -^Р^)<^гаду — -^у 
Поэтому 

И наконецъ: 

Полагая зд'Ьсь X = 90° и 180°, получимъ для площади Р 
величины 1.862 В^ и 5.052 В^, а такъ какъ соогв*тствую- 
пця поверхности на шар* суть |^К^ и пЕ^^ т. е. 1.571 Л^ 
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и 3.142 ^К*, то разсматриваемыя области на проекцш увели- 
чены противъ истинныхъ разм'Ьровъ приблизительно въ отно- 
шешяхъ 7:6 и 8:5. 

Остается привести таблицу наибольшихъ искажетй угловъ 
(со). Такъ какъ мерид1аны и параллели пересекаются на раз- 
сматриваемой проекцш подъ прямыми углами, то масштабы т 
и п представляюгь зд*сь большую и малую полуоси указа- 
тельницы, и углы со можно вычислять по формул* (10), по- 
лагая въ ней а = »1 и й = п. Вотъ результаты такихъ вычи- 
слен1й для разныхъ точекъ проекцш. 



X 


0° 


15° 


30° 


45° 


60° 


75° 


90° 


120° 


150° 


180° 


90Р 


0° 0' 


о^59' 


3°48' 


8°1з' 


13°51' 


20° 19' 


27° 1 6' 


41°29' 


54^8' 


б7° 3' 


75 


о 


I 2 


4 3 


8 43 


14 40 


21 27 


28 40 


43 19 


57 3 


69 1б 


60 


о 


1 Ч 


4 42 


10 5 


хб 49 


24 23 


32 19 


47 59 


б2 хб 


74 41 


45 





I 27 


5 Зб 


II 54 


19 38 


28 9 


Зб 54 


53 39 


68 2б 


8о 58 


30 


о о 


1 42 


6 29 


Ч 39 


22 19 


31 39 


41 2 


57 29 


73 8 


86 14 


15 





I 52 


7 8 


14 54 


24 II 


34 3 


43 52 


б1 $6 


77 9 


89 35 








I 5б 


7 21 


15 21 


24 $1 


34 54 


44 $1 


63 5 


78 19 


90 44 



Искажешя угловъ увеличиваются на каждой параллели съ 
удалешемъ отъ средняго мерид1ана и на каждомъ меридхан'Ь съ 
удалешемъ отъ полюсовъ^ такъ что на экватор* искажен1я 
достигаютъ наибольшей величины. 



Если является надобность вычислять значешя разныхъ 
величинъ прямоугольной поликонической проекцш для весьма 
многихъ точекъ, то вьюеденныя выше формулы для масшта- 
бовъ и радхуса кривизны мерид1ановъ выгоднее заменить 
другими, заключающими вспомогательный уголъ 8; тогда фор- 
мулы (258), (259), (260) и (264) обращаются въ ел*- 



4в. 

дуюпця: 
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ш 



1 -ч- 2 згп^ -^ соЬд^ 9 



К= 



\г = С08* - 

р = т.п 
Вт 



(271) 



Пк С08 ср 



Подобнымъ же образомъ для вычисден1Я прямоугольныхъ 
координатъ отд^льныхъ точекъ проекщи удобнее вместо (257) 
применять формулы: 



У 



X = Ек С08 9 С08^ ^ 

-г! 8гп 2ср со8^ -^ 



(272) 



Въ этихъ формулахъ Е представляетъ радхусъ шара въ 
главномъ масштаб* проекщи, а углы 8 вычисляются по фор- 
мул* (256); ихъ можно брать и изъ следующей таблицы, 
дающей углы 8 для разныхъ точекъ пересЬченхя меридхановъ 
и параллелей. 




90° 
76 
60 
45 
30 
15 
О 



15° 



о" о' 

о о 

о о 

о о 

о о 

о о 

о о 



14^55' 

14 25 
12 5б 

10 35 

7 29 

3 53 
о о 



30° 



29^20' 

28 23 

25 33 

20 59 

М 55 

7 45 

о о 



45° 


()()° 
55^16' 


75° 


90° 


120° 


150° 


180° 


42^53' 


66^25' 


7б°18' 


92° 39' 


105°15' 


115° 2' 


41 33 


53 39 


б4 з6 


74 22 


90 39 


103 19 


ИЗ 13 


37 34 


48 47 


59 5 


68 27 


84 25 


97 ю 


107 22 


31 2 


4о з8 


49 40 


58 6 


73 2 


85 35 


96 


22 13 


29 21 


Зб 15 


42 53 


55 17 


66 25 


7б 18 


II Зб 


15 2б 


19 14 


22 59 


30 20 


37 2б 


44 15 
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Теорш прямоугольной поликонической проекщв нер'ЁДБО 
приписываютъ начальнику Съемки Великобриташи Джемсу 
(1803—1877)5 но на самомъ д'Ьл* она разработана состояв- 
шимъ тогда при Управленш Съемки извЬстнымъ англйскимъ 
геодезистомъ Кларкомъ. 



Разсмотр^нныя простая и прямоугольная поликоничесия 
проекщи принадлежать по свойствамъ изображешя къ проек- 
щямъ произвольнымъ. При томъ же способ* построешя парал- 
лелей можно проводить меридханы такъ, чтобы сохранялось по- 
доб1е въ безконечно-малыхъ частяхъ (равноугольная полико- 
иическал проещгл)^ или же такъ^ чтобы сохранялось равен- 
ство площадей (равновеликая поликоническая проекщя)^ но 
таия поликоническ1я проекщи всл*дств1е бол*е значительныхъ 
перемЪнъ масштабовъ не применялись на д^л-Ь. 



VII. 

Равноугольныя проекщи. 

Во введен1И, въ § 2, объяснена принятая въ этой книгЬ 
система д^летя проекщй. Разсмотр'Ьвъ сперва проекщи, под- 
даюпцяся чисто геометрическому представлешю (д'Ьдете по 
способу построен1я)5 какъ прост*йШ1Я для пониман1я начинаю- 
щими изучать предметъ, перейдемъ теперь къ другимъ проек- 
щямъ, придерживаясь способа д'Ьлешя ихъ по свойствамъ изобра- 
жешя на равноугольныя, равновелик1я и произвольный. 

Изъ равноугольныхъ проекщй уже описаны стереографи- 
чесюя (§ 10), Меркатора (§ 32) и равноугольныя коническ1я 
(§ 41). Въ этой глав* разсмотр'Ьна проекщя Лагранжа, и 
выведена общая теор1я всЬхъ равноугольныхъ проекцШ. 

47. Проекц1я Лагранжа. Число равноугольныхъ проекцШ 
безконечно велико; знаменитый французскхй геометръ Ла- 
гранжь (1736 — 1813) ограничилъ задачу услов1емъ, чтобы 
мерид1аны и параллели изображались на проекщи дугами кру- 
говъ, или, въ частныхъ случаяхъ, прямыми. 

Пусть прямая РР^ = 2к (черт. 62) представляетъ на 
проекщи средн1й меридханъ страны, причемъ конщы ея Р и 
Р^ — полюсы Земли; опредЪлете постоянной к въ зависимо- 
сти отъ широты средней точки изображаемаго пространства и 
главнаго масштаба проекщи объяснено ниже, при вывод* фор- 
мулъ (286) и (287). По услов1ю проекщи всЬ прочхе мери- 
Д1аны РАР^^ РВР^ . . . должны быть кругами, пересЬкаю- 
щимися у полюсовъ подъ равными залами; назовемъ эти углы 
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УЛ. 



черезъ аХ, гд'б X — соответствующая долгота, считаемая огь 
средняго меридаана РР^у а а — другая постоянная проекцш, 
вычисляемая по формул'Ё (283), или опред'бляемая особыми 
соображен1ями. 

Примемъ прямую РР^ за ось ^-овъ, а перпендикуляръ 
ОС у возставленный изъ середины РР^^ за ось л?-овъ. Если 

какой-нибудь меридханъ РАР^^ бу- 
дучи дугою круга, образуетъ со сред- 
нимъ РО при полюс* Р уголъ аХ, 
то его центръ аУ опред1>ляется сл*- 
дующимъ образомъ: надо построить 
уголъ 0Р8 = Ж — ак и найти 
точку пересЬчешя дУ прямой Р8 съ 
осью л:-овъ. Выполнивъ подобное по- 
строенхе для всЬхъ другихъ мерид1а- 
новъ съ долготами 2аХ, ЗаХ . . ., по- 
лучимъ ц*лую систему круговъ съ 
центрами на оси л;-овъ. Меридханъ съ 
долготою X = — изобразится, очевидно, кругомъ РСР^ съ 

центромъ въ начал* координатъ О и радаусомъ к. 

Такимъ образомъ координаты центра х^ л у^ и радаусъ 
р^ любого мерид1ана на проекщи, заданнаго долготою X, выра- 
жаются формулами: 

о;, = — к со1д аХ ^1 = О 




Р1 



= к созес аХ 



(273) 



Съ этими данными нетрудно составить уравненхе кр)та, 
представляющее уравненхе любого меридтана съ долготою X на 
проеквди: 

(х -^ к со1д аХУ -^ у^ = {к созес аХУ 

^^ х' -ь 2к со(д а\.х-^у' = к' (274) 

Чтобы ВС* параллели были тоже кругами и пересЬкались 
съ меридханами подъ прямыми углами (необходимое, хотя еще 
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И недостаточное, услов1е равноугольности проекщи), проведемъ 
изъ О радхусъ Ос подъ произвольнымъ угломъ сО^ = 8. 
Пусть ^^ — касательная въ точк* с къ меридаану РсС^ а 
^ — точка перес'Ьчен1я этой касательной съ осью ^-овъ. Если 
изъ ^ провести касательныя ^Ь^ ^а.., къ прочимъ мерища- 
намъ РВР^^ РАР^ . . ., то длины ихъ, т. е. отрезки ^Ъ, 
0,а...^ какъ средтя пропорщональныя между ^Р и ^Р^, 
равны между собою, и потому кривая сЬа^ представляющая 
геометрическое м'Ьсто точекъ касашя, будетъ Д)тою круга, и 
при томъ круга, перес*кающаго вс* меридааны подъ прямыми 
углами. Следовательно, дуга сЪа изобразить на проекщи одну 
изъ параллелей, определяемую угломъ 3; связь этого угла съ 
широтою 9 соответствующей параллели на шаре объяснена 
ниже, при выводе формулы (279). Проведя изъ О друпе ра- 
Д1усы подъ разными углами 8, легко подобными же построе- 
шями получить на проекщи все проч1я параллели. 

Изъ чертежа видно, что отрезокъ 0,0 = сО ,со8есЬ = 
= ксо8есЬ^ а радаусъ Ос = ксо1д 8; поэтому координаты центра 
х^ж у^ж радхусъ р^ любой параллели на проекщи, заданной 
угломъ 8, выражаются формулами: 

^, = О у, = А; шее Ъ 

Рз = А со1д о 

Съ этими данными уравнеше круга, представляющее ура- 
внен1е параллелей на проекщи, выходить: 

а;' -н (у — А совес ЬУ = {к со1д Ьу 

или ^2 _ 21с созесЬ.у -^у^ = —1с' (276) 

Теперь легко получить формулы для координатъ хну 
любой точки проекщи: стоить решить уравнеюя (274) и 
(276) относительно неизвестныхъ хну. Вычитая второе изъ 
перваго, имеемъ по сокращеюи на 2к: 

у = (к — со(да\ .х)8гпЬ (а) 

в. Втковсюй.- -Картография. -^О 
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Вставивъ это у въ уравнете (274), разд'Ьливъ всЬ члены 
на коэффищентъ при х^^ прибавивъ къ об^пмъ частямъ ура- 
внен1я дробь 

V С08* Ь со(д^ а\ 
(1 н- 8гп^ Ьсо1д^ ак)^ 

чтобы сд'Ьлать первую часть полнымъ квадратомъ, поел* извле- 
чеюя корня йзъ об'Ьихъ частей и простыхъ преобразованхй 
получимъ для абсциссы х: 

_ к сов Ь згп ак /077^ 

~~ I ч- С08 Ь С08 аХ ^ ' 

Зам'Ьнивъ въ формул* {а) величину х только-что полу- 
ченнымъ выражеюемъ, нетрудно определить и ординату у\ 

_ к8гпЬ 

У - 1 -ь сое 8 сов ак ^^^^^ 

Приступимъ теперь къ выводу выражен1я для масштаба 
на проекщи Лагранжа. Любая безконечно-малая дуга ((в на 
проекщи можетъ быть представлена известною формулою: 

(18 = V (1х' -н ау^ 

Безконечно-малыя дуги меридхана и параллели на шар* 
съ радаусомъ В суть ^^^^ и И соз ? (1к, следовательно мас- 
штабы 7п я п т мерищанамъ и параллелямъ могутъ быть 
выражены следующимъ образомъ: 



ш = 



в&^ -'в V и?/ \^?/ 

Есов^^ак ~ Всов^^ V \(1к) '^Уак) ^^^ 

Долгота X входитъ въ формулы (277) и (278) явно, а 
широта ? скрыта въ величин* 8^ поэтому выражен1е (Ь) надо 



п = 
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представить въ вид1&: 



т 



11//^^\* ус/у <^^\'_ 

Входяпця въ (й?) и (с) производныя л:-са и ^-ка по пе- 
рем'Ьннымъ 8 и X легко получить дифференцировашемъ фор- 
мулъ (277) и (278), а именно: 

<!х ^ к згп Ь згп аХ йу к {соз 8 -ь соз аХ) 

с1Ь ^ {\ -Ьг созЬ соз аКу с1Ь ~ {] -^ соз Ь соз аХу 

4х __ ак соз Ь {соз Ь -к- соз аХ) йу ак згп Ь соз 8 згп аХ 

€1Х '^ (1 -4- С05 8 соз аХ)^ (1Х~ (1 -+- со5 8 соз аХУ 

Подставивъ эти производныя въ формулы (й?) и {с\ поел* 
простыхъ преобразовашй и замены въ числителяхъ вгп'^Ь на 
1 — 008^ о, получимъ: 

к__ аь^ 

~ Д (1 -+- С05 о соз аХ) с?ср ^ ^ 

_ ак соз Ь 

~ В{\ -^ созЪ соз аХ) соз ср ^'^^ 

Такъ какъ по услов1ю проекщя равноугольна, то масштабы 
въ каждой точк* по вс*мъ направлетямъ должны быть оди- 
наковы, т. е. должно быть т = п\ такое равенство можетъ 
существовать лишь въ томъ случа*, если 

дЬ ^ а созЬ 

Ф^ ~~ соз 9 ^^^ 

или 



соз о соз ср 

Взявъ интегралы об*ихъ частей этого уравнен1я и озна- 
чая черезъ р новую постоянную, являющуюся при интегриро- 

18* 
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ваши^ получаемъ: 

<^(45° + |) = ?<(7«(45°-^|) (279) 

Это уравнете и выражаетъ связь введеннаго вспомога- 
тельнаго угла 8 съ географическою широтою ^: дв* заклю- 
чаюпцяся въ немъ постоянныя аир даютъ возможность раз- 
нообразить проекц1Ю въ зависимости отъ предъявляемыхъ тре- 
бовашй, о чемъ будетъ р'Ьчь впереди. 

Теперь можно вывести окончательныя формулы для масштаба 
въ любой Т0ЧК1& проекцш. Означая масштабъ буквою |х и припоми- 
ная, что на всЬхъ вообще равноугольныхъ проекщяхъ масп1табъ 
не зависитъ отъ направлешя, можно приравнять величину (1 лю- 
бому изъ найденныхъ выраженШ (е) или (/); принимая вто- 
рое, какъ свободное отъ знаковъ дифференщаловъ, им'Ьемъ: 

^~ В {1 ч- созЬсоз а\) ш ср ^^^1 

Зд'Ьсь масп1табъ выраженъ въ функщи широты ср, долготы 
X и угла 8; но такъ какъ уголъ 8 связанъ съ широтою фор- 
мулою (279), то лучше найти для масштаба |х другое выра- 
жеше, не заключающее угла 8, а содержащее только постоян- 
ныя ^, а и р проекщи и географичестя координаты <р и >^ 
данной точки на шар'Ё. 

Если въ известную тригонометрическую формулу: 

С08 8 = 8Ш(90° -4- 8) = ^- ^Ц- 

подставить значейе ^^ ^45° -ь -^) изъ уравнен1я (279) и 
заменить полученнымъ выражетемъ совЬ въ формул* (280), 
то поел* простыхъ преобразовашй получимъ: 

В\Я' 1д^ ( 45° ч- 1 1 -4- 2? шок -ь со1д^ ( 45° -ь |)} С08 ср 
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Эта формула можетъ служить для вычислешя масштаба во 
всЬхъ точкахъ проекцш, кром-Ь полюсовъ, гд* она приводить 
къ неопред'Ьленному выражешю и при томъ къ такому неопре- 
деленному выражешю, истинное значеше котораго нельзя рас- 
крыть обычными правилами. Поэтому придадимъ ей н']&сколько 
другой видъ; именно^ подставивъ въ знаменател'6 

С08^ = згп (90° -н (р) = 2 вш ( 45° -ь |]со5( 45° -ь |) 

и зам'Ьнивъ тангенсъ и котангенсъ ихъ выражен1ями черезъ си- 
нусъ и косинусъ^ получимъ: 

^~В{?' згп''' (45°-*-|)-ь2р 8гп °^(45°-^^) со$^ (45°-ь|^сов ак^^'^ (^^°-*^)| 

При 9 = ^ 90° знаменатель этой дроби представляетъ конеч- 
ную величину, а одинъ изъ множителей числителя 

со8^ - ^ [ 45° ч- 1") или 5ш« - 1 ( 45° -н I ) 

обращается въ нуль. Однако, смотря по тому, будетъ ли а > 1 
или < 1, этотъ нуль остается въ числител* или переходить 
въ знаменатель. Такимъ образомъ масштабъ на полюсахъ по 
всЬмъ меридханамъ при а > 1 равенъ нулю, а при а < 1 ра- 
венъ безконечности. Что касается частнаго случая а = 1, для 
котораго об* формулы (280) и (281) даютъ неопределенность, 
и когда на самотйъ д^л* масштабъ [х на полюсахъ является ве- 
личиною вполн* определенною и отличною отъ нуля, то о немъ 
сказано въ сл^дующемъ § 48, при разбор* частныхъ случаевъ 
проекщи Лагранжа. 

Разсмотримъ, какъ изменяется масштабъ на пространств* 
проекщи. На каждой отдельной параллели, т. е. при данной 
пшрот* 9? масштабъ (1 имеетъ наименьшую величину при 
наибольшемъ значенш знаменателя выражен1я (281), именно 
при со8ак = \ и Х = 0; следовательно, напменьшШ масштабъ 
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оказывается у средняго прямолинейнаго меридаана. Въ об* сто- 
роны отъ средняго меридхана какъ къ востоку, такъ и къ 
западу, членъ съ созаХ въ знаменателе уменьшается, и по- 
тому масштабъ увеличивается. При томъ, такъ какъ долгота 
X въ выраженш (281) входитъ подъ знакомъ косинуса, а 
тригонометрически рядъ 



С08 аХ = 1 — 



24 



не заключаетъ членовъ съ нечетными степенями Х^ то, начи- 
ная отъ средняго мерищана, увеличеше масштаба на каждой 
параллели идетъ симметрично въ об* стороны къ востоку и 
западу. Кром* того, такъ какъ въ этомъ ряд* н^тъ члена съ 
X въ первой степени, то перемены масштаба вблизи средняго 
меридхана незначительны, что им^етъ весьма важное значен1е 
при изображенш странъ, мало растянутыхъ по долгогЬ. Зам*- 
тимъ, что члены выгаестоящаго ряда съ X*, X* . . . могутъ быть 
нулями только при а = 0; этотъ частный случай обращаетъ 
проекцш Лагранжа въ проекщю Меркатора (§ 32), на кото- 
рой масштабъ на каждой параллели дМствительно величина . 
постоянная (см. стр. 286 — 287). 

Сложнее проследить перемЬны масштаба вдоль меридхановъ; 
такъ какъ, кром* частнаго случая а = 1, масштабъ на полюс* 
равенъ либо нулю, либо безконечности, то, начиная отъ по- 
люса, по каждому меридаану масп1табъ либо увеличивается, 
либо уменьшается, и на некоторой широт* достигаетъ наиболь- 
шей или наименьшей величины. Однако, характеръ перем*ны 
масштаба можепэ быть весьма разнообразнымъ, смотря по ве- 
личинамъ постоянныхъ аир. 

Формула (281) указываетъ, что величина масштаба, по- 
мимо географическихъ координатъ ср и X точки, зависитъ отъ 
трехъ постоянныхъ А, а и р проекщи. Изъ нихъ постоянная 
к не им*етъ вл1ЯН1я на видъ проек1ци, а только на ея раз- 
меры; остальными же двумя постоянными а и (3 Лагранжъ 
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весьма остроумно распорядился такъ, чтобы для данной (обык- 
новенно средней) точки страны какъ первая, такъ и вторая 
производныя масштаба обращались въ нуль. При такомъ 
опред'Ьлеши этихъ постоянныхъ перемены масштаба вдоль ме- 
рид1ана у данной точки страны выходятъ почти незаметными 
на довольно значительномъ протяжеши. Выше было доказано, 
что перемены масштаба вдоль параллелей у средняго мери- 
Д1ана тоже очень малы. Такимъ образомъ проекщя Лагранжа 
особенно замечательна гЬмъ, что вокругь данной точки по 
всЬмъ направлен1ямъ масштабъ почти не меняется, а это, 
конечно, представляетъ весьма ценное свойство проекщи. Если 
данная точка лежитъ въ середин* страны, и страна не очень 
значительна, то изображеше ея въ проекщи Лагранжа выхо- 
дить ближе къ истин*, ч*мъ изображеше ея на всякой другой 
проекщи. 

Итакъ, приступимъ къ опред^леюю постоянныхъ а и |3 
изъ УСЛ0В1Я, чтобы дв* первыя производныя масштаба на сред- 
немъ мерищан* у данной точки обращались въ нуль. Всл*д- 
ств1е сложнаго вида формулъ (281) и (282) возьмемъ перво- 
начальную формулу (280), которая при X = О даетъ: 

_ ак С08 8 

Составивъ производныя -^ и -^, воспользовавшись вы- 

ражешемъ (^) и приравнявъ об* производныя нулю, получаемъ 
два уравнен1я: 

1) а згпЬ — (1 н- С08 8) 8гп ср =0 

2) а' (1 — (Ю8Ь — 2 С08^ Ь) — За ( 1 -4- С08 Ь) 8ьп 8 5Ш ср н- 

-ь (1 -4-С08 8)' ( 1 -ь 5г^' 9) = О 

Первое изъ этихъ уравненШ даетъ: 

. ^ 2а 8гп ср 

згп о = — ^ г Г- — 

а^ -+- 8гп^ 9 
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С08 Ь ==—2 .-2-— 



а -ь 8гп 9 

Подставивъ эти величины во второе уравнеше, сд'Ьлавъ 
возможный приведен1я и означивъ широту данной точки че- 
резъ ср^^ получимъ следующее простое выражете: 

Теперь нетрудно определить и другую постоянную р. Фор- 
мула (279) справерива для всЪхъ точекъ проекщи, значить, 
она справедлива и для точки съ широтою сро^ "^^ ^• 

1д ( 45^ -ь I] = ? 1д^ ( 45^ + ^) Ц) 

гд* 8^— величина угла 5, соотв^тствующаго широт1Ь <Ро' ^Р^^" 
поминая известную тригонометрическую формулу: 

8 \ 1 -+- 8ш 8 



'^(«•-1)=- 



С08 О 

зам^нинъ въ ней зт Ь и сов Ь только-что выведенными вы- 
ражешями и поставивъ значекъ у о, получимъ: 

§0 \ _ а -+-5Ш9о 



Ч«°-1)=^ 



го 



вгп 9о 
Сравнивая эту формулу съ выражешемъ (г), получимъ: 

Остается еще определить постоянную к. Если въ формулу 
{К) подставить найденное выражен1е для сов 8, то она дастъ 
значеше масштаба для точки съ широтою ^о и долготою X = О, 

Если требуется, чтобы масштабъ въ этой точке былъ 
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главнымъ, то должно быть {Ао = 1> ^ потому 

а^ — згпг ср^, ^ ' 

Формулы (285) и (286) могутъ служить для вычислешя 
масштаба |а^ и постоянной к при любомъ, даже произвольно 
заданномъ значеши постоянной а (см. § 48). Если же эта по- 
стоянная вычислена по формул* (283), то для опред'Ьленхя 
величины к можно пользоваться бол'Ье простымъ выражен1емъ, 
получаемымъ подстановкою значешя а изъ (283) въ формулу 
(286), а именно: 

к = -^^ (287) 

С08 9о 

Въ самомъ начал* этого § было сказано, что на проекщи 
Лагранжа вс* параллели изображаются кругами, но одна изъ 
нихъ непременно будетъ прямою: широта ?! прямолинейной 
параллели вообще не выражается круглымъ число!^гь градусовъ 
и минуть, такъ что собственно на картографической сЬтк* 
этой параллели можетъ и не быть. Широта ср^ должна соот- 
ветствовать значенш вспомогательнаго угла 8 = 0. Чтобы 
получить формулу для вычислешя широты ср^, надо подставить 
8 = О въ выражен1е (279), что даетъ: 

{д ( 45^^ - у ) = 1/Т (288) 

Легко понять, что прямолинейная параллель на проекцш 
Лагранжа можетъ быть экваторомъ (ср, = 0) только въ част- 
номъ случае, именно при ? = 1. Если постоянная ? неравна 
единице, то экваторъ изображается на разсматриваемой проек- 
цш дугою круга. 

Вообще изъ трехъ постоянныхъ а, р и А, входящихъ въ 
формулы проекцш Лагранжа, постоянная а представляетъ, такъ 
сказать, душу проекщи. Все главньш свойства изображен1я 
зависятъ именно отъ выбора величины а, о чемъ подробнее 
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сказано въ слЬдующемъ § 48. Постоянная р опред'Ьляетъ лишь 
широту той параллели, которая является на проекцш прямою; 
постоянная же к даетъ основную линейную единицу, именно, 
половину длины средняго прямолинейнаго мерид1ана, или поло- 
вину разстоян1Я между полюсами на проекцш. 

Что касается вспомогательнаго угла 8, входящаго въ фор- 
мулы (275)— (278) и (280), то введете его только облег- 
чаетъ вычисленхе, но отнюдь не необходамо, что и показано было 
при зам*н'Ё формулы (280) равнозначащею ей формулою (281). 
Распространимъ такую же замену на формулы (275) — (278). 

Если въ изв'Ьстныя тригонометрическк формулы: 

/9^(45°ч-|)- 1 2<^(45--ь|) 



8%П О = ] ;г7 С05 О = 

<^'( 45^ + 1)+ I г^^^45°-ь|]-ь 1 

подставить значен1е ^д (ЛЪ^ -н -2-) изъ уравнешя (279), то 
получается: 

?»<^9^«(45^-ь|)-1 ^ 2? /^« ( 45^ н- I) 



8гп о = С08 о = 



?'^^'«(45°-+-|)-н1 Р' <^'» ( 45° -н I) 

Зам'Ьнивъ этими выражен1ями зт Ь ц со8 Ь въ формулахъ 
(275)— (278), легко получить друга, не заключающ1я вспо- 
могательнаго угла 8, а только постоянныя проекщи и геогра- 
фичесюя координаты: 

р» ^д''^ ( 45° н- I) -«- 1 
х. = О :Уа = Л; 



+- 1 



Р' <<7'« ( 45° н- I) - 

2р<^«(45°-ь|) 

р, = к 

рЧ.9'«<^ |45°-ь|)-1 



(289) 
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р» гд'^ ( 45° н- 1) -ы 

х' - 2к ^ ^^- у -^у' ч- к' =0 (290) 

■1^ /^»« ^ 45° -н I] - 1 



2к^ гд'^ ( 45° -ь | ) т аХ 



ж 



.Г(2в1) 



1 н- 2;3 <^^( 45° -+- I] С()2 аХ -ь [3^ ^^^«( 45° ч- |) 

А:ЬЧ(/^^(45°ч-|)-1[ 

у = '^ ;7 I —^Щ 

1 -ь 2|3 <.^« ( 45° >ь II сов аХ -ь р^ Ьд''^ ( 45° -ь |) 

Итакъ, чтобы построить проекщю Лагранжа для какой-ни- 
будь страны, надо выбрать центральную точку и установить для 
нея географическ1я координаты сро ^ Ч^ долготы всЁхъ меридха- 
новъ на проекщи будутъ разностями ихъ долготъ и долготы Х^. 
ЗагЁмъ вычисляютъ постоянныя проекщи а, р и А по форму- 
ламъ (283), (284) и (287), вспомогательные углы о по формул* 
(279) и координаты всКхъ точекъ пересЬчешя меридхановъ и 
параллелей на проекщи по формуламъ (277) и (278). Наконецъ 
масштабъ для разныхъ точекъ определяется по формул* (280). 

Какъ замечено было выше, можно не вычислять вспомо- 
гательныхъ угловъ 3; тогда поел* опред'Ьлен1Я постоянныхъ 
по формуламъ (283), (284) и (287) находятъ координаты 
точекъ и масштабъ по формуламъ (291), (292) и (281). 

Если проекщя строится въ мелкомъ масштаб*, то н*тъ 
надобности вычислять координаты точекъ; можно прямо прово- 
дить щ[ркулемъ мерид1аны и параллели, опред*ливъ предвари- 
тельно ихъ рад1усы и координаты центровъ по формуламъ 
(273) и (275) или (273) и (289). 

Числовой прилтрг. Вычислить с*тку проекцш Лагранжа 
съ мерид1анами и параллелями черезъ 5° по широт* и долгот* 
для карты Европейской Росс1и между широтами 40° и 70° и 
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долготами =*^ 25° отъ средняго мерпдаана (10° къ востоку отъ 
пулковскаго). 

Для центральной точки принимаемъ сро = 55° и по фор- 
муламъ (283), (284) и (287), считая В = 1, находимы 

г^ а = . 061 76 /^ р = о . 1 9369 г^^ * = . 303 1 7 

Зат-Ьмъ по формуламъ (279), (275) и (273), или непо- 
средственно по формуламъ (289) и (273), получаемъ следую- 
щую таблицу величинъ 8, у^^ р^, х^ и р, (д;^ = О и у^ = 0): 



9 



Уч 



ак 



X, 



70Р 

65 

60 

55 

50 

45 

40 



8о^ 

77 

74 



70 48 
бу 25 
63 54 
во 15 



2.040 
2.0б2 
2.091 
2.128 

2.177 
2.2)8 

2.315 



0.3 $1 

0.459 
0-575 
о.уоо 
0.836 
0.984 

1.149 



0° 

5 
10 
15 
20 
25 



о" о' 
5 4б 

II 32 
17 18 
23 3 

28 49 



— оо 

— 19.911 ' 

- 9.8)4 I 

- 6.45б I 

— 4-722 ! 
~ 3-653 I 



оо 

20.012 

10.057 
6.762 
5.132 
4.169 



По формуламъ (277) и (278) или (291) и (292) не- 
трудно вычислить координаты д; и у отд'Ьльныхъ точекъ пере- 
с'Ёчен1я мерид1ановъ и параллелей, но приводить результаты 
этихъ вычислешй н'Ьтъ никакой надобности; ограничимся лишь 
таблицею масштабовг разныхъ точекъ проекщи, вычислен- 
ною по формул* (280) или (281); любопытно сравнить ее 
съ таблицами масштабовъ другихъ проекцШ для той же страны. 



? \ 


0^ 


5° • 


10° 


15° 


20° 


25° 


70° 


0-993 


0.994 


0.996 


1.000 


1.005 


1.012 


65 


0.998 


0.999 


1.002 


).00б 


1.013 


1.021 


60 


1.С00 


1.001 


1.0О4 


1.009 


1.017 


1.027 


55 


1.000 


1.001 


1.00^ 


1.011 


1.020 


1.031 


50 


1.000 


1.001 


|.оо6 


1.013 


1.023 


1.036 


45 


1.0О1 


1.002 


1.007 


1.015 


1.026 


1.040 


40 


1.003 


1.005 


1.010 


1.018 


1.030 


1.046 
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Изъ чиселъ этой таблицы ясно видно, какъ мало изме- 
няется масштабъ на довольно значительномъ протяженш около 
избранной центральной точки. 

Кажется излишне прибавлять, что всЬ вычислен1Я доста- 
точно произвести только для половины сЬтки, наприм^ръ во- 
сточной. 

Хотя зд^сь и н*тъ надобности знать широту прямолиней- 
ной параллели, однако, для прим'Ьнен1Я формулы (288) приба- 
вимъ, что 91 = — 2Г38'. 

48. Частные случаи. При вычисленш проекщи Лагранжа 
н^тъ необходимости определять постоянную а по формуле 
(283); ее можно находить попытками такъ, чтобы, наприм^ръ, 
частные масштабы на крайнихъ параллеляхъ были одинаковы, 
чтобы уклонен1я частныхъ масштабовъ отъ главнаго въ извест- 
ныхъ точкахъ проекцШ были равны и т. д. Подобнымъ обра- 
зомъ поступилъ нашъ известный геодезистъ, Председатель- 
ствуюпцй въ Отделенш Географш Математической Император- 
скАго Русскаго Географическаго Общества, Е. Я. Дингеръ 
при вычислеши проекщи для новой карты Европейской Россш, 
издаваемой ныне Обществомъ. Последовательными попытками 
и интерполирован1емъ онъ нашелъ для постоянной а число 
1.04; точка съ масштабомъ {1 = 1 пришлась на широте 45°, 
а не 55°, какъ принято въ числовомъ примере предыдущаго 
§ 47. Уклонен1я разныхъ {1 отъ единицы оказались на край- 
нихъ параллеляхъ почти одинаковыми, тогда какъ въ указан- 
номъ примере эти уклонетя на южныхъ широтахъ больше, 
чемъ на северныхъ. 

Постоянную а можно задавать и произвольно; тогда полу- 
чаются весьма разнообразный проекщи и въ томъ числе уже 
давно известный. 

Если постоянная а определяется попытками или назна- 
чается произвольно, а не вычисляется по формуле (283), 
то изъ остальныхъ рухъ постоянныхъ проекщи Лагранжа, 
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именно р и А, первая вычисляется, какъ всегда, по формул* 
(284)з а вторая по формул* (286), а не по формул* (287). 
Разсмотримъ несколько такихъ частныхъ случаевъ. 

1) Пусть а = 0. Въ этомъ случа* формулы (273) даютъ 
х^ = —со и р, = оо, такъ что всЬ мериданы представляются 
параллельными прямыми; такъ какъ проекц1Я равноугольна, то 
параллели должны быть тоже прямыми, но перпендикулярными 
къ меридаанамъ. Следовательно, всЬ углы о равны нулю, и 
формула (279) даетъ прямо Р= 1. 

Положимъ, что главный масштабъ долженъ сохраняться по 
экватору; формула (285) съ подстановками (х^ = 1 и сро = ^^ 
даетъ: ^^ 

к='^- (а) 

Такъ какъ а = 0, то к = со\ однако, при ак = 2Е 
и 5 = О общая формула масштаба (280) обращается въ весьма 
простую, именно: 

|х = 5ес 9 (Ь) 

Формулы (291) и (292) координатъ л; и ^ съ подстанов- 
кою (а) и при р = 1 даютъ: 

^ згп аХ 
X = Е 



Е 



/^^«(45°-к|)- 



Раскрывъ известными пр1емамц истинныя значен1я этихъ 
неопред'Ьленныхъ (при а = 0) выражетй, получаемъ: 

X = Е1 

,^ = -^^^/^(450 4-1) (с) 

гд* М — модуль Бригсовыхъ логариемовъ. Формулы {Ь) и {с) 
представляютъ выражен1я (154) и (148) для масштаба и ко- 
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ординатъ точекъ на проекцш Меркатора (§ 32) въ предполо- 
жети, что Земля— шаръ. 

Итакъ, частный случай проекцш Лагранжа при а = О 
есть проекщя Меркатора. 

2) а = 0.5. Для простоты разсмотр'Ьн1я этого случая при- 
мемъ опять, что главный масштабъ долженъ сохраняться на эква- 
тор*. Обпця формулы (284) и (285) при ?© = ^° ^ а = 0.5 
даютъ для остальныхъ двухъ постоянныхъ проекщи величины 
р = 1 и к=^В. Дал1>е формула (279) обращается въ 

1д ^ 45° ч- I) = ]/Ц^^'|) (293) 

Отсюда, поел* простыхъ тригонометрическихъ преобразова- 
шй, получаемъ: 

згпЬ = 1д^^ совЬ — У I — 1д^ | 

Со вс*ми этпми подстановками обпця формулы (273), (275), 
(277), (278) и (280) обращаются въ сл-Ьдуюпця: 

ж, = — 4 В со1д к ^1=0 р, = 4В созес „ 



= у, = 4Л со1д I р, = 4В Шд ^у ^-*9"\ 
4.I^у\-^д'\8гп\ АЕ1д\ 

\^у \-гд* |сов-| 1 -ь 1/1 - <</' |с05| 



X, 



|/1-<^7'|{ц-|/1-<^'|со8-^} 



(294) 



Ордината с точки перес*чешя любой параллели со сред- 
нимъ меридааномъ равна, очевидно, разности у^ — р^ и потому 
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выражается въ частяхъ радхуса к сл'Ьдующимъ образомъ: 

с = ксад\{\-\/1-гд^\) (295) 

Разсматриваемый частный случай зам'Ьчателенъ тЬмъ, что 
даетъ изображеше всей земной поверхности на одномб 
крут; действительно, при X = 180°, р^ = 4^ = Л. Такое 
изображен1е, конечно, любопытно и поучительно, но, къ сожа- 
л^тю, на краяхъ проекцш частные масштабы очень значи- 
тельно отклоняются отъ главнаго, какъ видно изъ следующей 
таблицы, дающей величины р., вычисленныя по формул* (294), 
для разныхъ точекъ проекщи черезъ 15° по широт* и черезъ 
15° и 30° по долгот*. Въ последнемг столбц* этой таблицы даны 
еще ординаты ^, вычисленныя по формул* (295) приА; = 1. 
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Считая излишнимъ приводить друпя числовыя величины, 
обращаемъ внимате на черт. 63, изображаюпцй всю земную 
поверхность въ разсмотр*нномъ случа* проекщи Лагранжа. 
Даже по экватору масштабъ на краяхъ карты вдвое крупн*е, 
ч*мъ въ центр*, околополярныя же области искажены еще 
сильн*е, и если провести изоколы равныхъ частныхъ масшта- 

бОВЪ, то получились бы КрИВЫЯ, П0Х0Ж1Я на эллипсы, бОЛЬШ1Я 

оси которыхъ направлены по экватору. 

3) а = 1. Въ этомъ случа* общ1я формулы (284) и 



ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ. 



48. 

(286) даютъ: 

'^ 1 — 8г« (Ро \ 2 / 1 — в*« То 



ИЛИ 



р = <^ ( 45° -ь I) 



А; = 



2Д 

С08 ср„ 



Дал-Ье, формула (279) обращается въ следующую: 

<^(45°+|) = <^(45° -^1)15^(45° н-|) (296) 




Черт. 63. 

Припоминая изв^Ёстныя тригонометричесш формулы: 



81П Ь = 



1д' ( 45° -ь I) -к ] 

'^ ( 45° -^ 1) = - 



'5'(45°-ь^?-| =- 



ашфо 



С08сро 



+- згп ср 

С08 9 



в. Ввтяомтй.— Картогр&ф1я. 
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получаемъ поел* простыхъ преобразовашй 

&ыгЬ= 1 — ^^-^^ 7-^ С08 Ь = -. ^ Т — 

1 -+- 8гп^^ згп^ 1 -н згп ср^ згп ^ 

Съ ЭТИМИ подстановками обнця формулы (273), (275), 
(277), (278) и (280) обращаются въ сл'Ьдуюпця: 

X, = — со1д к Ул = О р, = созес к 

^ С08 сро ^ ^^ ^^ соз 9о 



х^ = О у, = 



р, = 2Е 



2Е 1ч- згп ср^ згп ср 
соз ^^ згп срд згп ср 

соз ср 



ж = 



згп сро н- «г^ ср 

2Д С08 9 5Ш X 



1 ч- т срд згп ср ч- С05 ср^ соз ^ созХ 

2 Д 5ш срд ч- 8Ш ср 

^ С05 ср^ 1 ч- згп о^ згп ср ч- соз ср^ со5 ср соз X 

2 

^ ~ 1 ч- 5гл срд 5ш ср ч- соз сро С05 ср соз X 

ВсЬ эти формулы суть формулы горизонтальной стереогра- 
фической проекщи. Чтобы сделать ихъ вполкЬ тождественными 
съ формулами § 10, надо только перенести начало координагь 
въ точку съ абсциссою .^о = ^ и ординатою г/^ = 2^ #^ ср^, 
потому что при разсмотр'Ьнш проекцш Лагранжа за начало 
координагь принималась неизм'Ённо средина прямой, соединяю- 
щей изображешя полюсовъ; при вывод* же формулъ всЬхъ 
перспективныхъ проекщй началомъ координагь считалах^ь цен- 
тральная точка съ широтою ф^,. Кром* того надо еще переме- 
нить д; на у и у на— л: и, сообразно другому главному мас- 
штабу, разделить ВС* формулы на 2. Если въ посл'Ьднемъ 
выраженш принять 

зт ср^ згп 9 ч- С05 ср^ соз ср сое X = соз Ь 
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то получится известная формула (49) для масштаба на всЬхъ 
стереографическихъ проекщяхъ. 

Предыдуцця формулы прим']^нимы при любомъ значеши ср^; 
если положить ^^ = О, то связь между вспомогательными углами 
8 и широтами 9 упрощается, именно, формула (296) даетъ въ 
этомъ случа* § ^ ^ ^297) 

и ВС* предыдупЦя формулы или непосредственно обпця фор- 
мулы § 47 превращаются въ формулы для экватор1альной сте- 
реографической проекщи. 

Итакъ, частный случай проекщи Лагранжа при а = 1 
представляетъ разные виды стереографическихъ проекщи. 

4) а = 2. Для простоты разсмотр'Ьшя этого частнаго слу- 
чая примемъ, что главный масштабъ сохраняется по экватору. 
Формулы (284) и (286) съ подстановкою % = даютъ для 
другихъ двухъ постоянныхъ проекщи величины Р = 1 е к = И^ 
а формула (279) указываетъ на следующую новую связь 
нспомогательныхъ угловъ 8 съ широтами ср- 

1д(^4^Ъ^^1) = (д'{^Ь^^1) (298) 

При помощи упоминавшихся уже тригонометрическихъ фор- 
мулъ получаемъ изъ (298): 

. ^ 2 згп ср , соз^ 9 

Згп о = :; г-^ €08 0= ^ 



1 -+- 8%п^ 9 ^ "*" ^^^ ? 

Съ такими подстановками общ1я формулы (273), (275), 
(277), (278) и (280) обращаются въ сл'Ьдуюпця: 
х^ = — Е со1д 2Х . у, = р, = ^^ созес 2Х 



X, 



^ 1 и- 5ш' 9 ^ ^ А 



_ К С08^ у згп 2Х Взгп <р .^^^. 

^-2(1—С08'^ 8гп' X) У ~ I - соз' ср згп' Г ^^^^' 

= ^1^ . (300) 

19* 
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Изъ всЬхъ этихъ формулъ видно, что разсматриваемый част- 
ный случай проекцш Лагранжа (а = 2) не позволяетъ изобра- 
зить даже одно полугаархе. Действительно, на экватор* (ср = 0) 
цри X = 90° величины а; и {1 обращаются въ безконечность, 
а для X > 90° одн1Ь части проекцш уже закрываютъ друпя. 



Изсл1>довате разсмотренныхъ частныхъ случаевъ приво- 
дить къ сл'Ьдующимъ заключешямъ: 

При а = 1 проекц1я Лагранжа превращается въ разные 
виды стереографическихъ проеквдй, смотря по величин* другой 
постоянной р. На ней можно изобразить не только любое по- 
лушар1е, но даже всю земную поверхность; однако за преде- 
лами одного полугаар1Я масштабъ начинаетъ быстро увеличи- 
ваться и на краяхъ проекщи достигаетъ безконечности. Изоколы 
равныхъ частныхъ масштабовъ представляются концентриче- 
скими кругами. 

При а < 1 разстоян1я по параллелямъ возрастаютъ медлен- 
нее, чемъ разстояшя по меридганамъ, и въ предельномъ слу- 
чае, т. е. при а = О, проекщя Лагранжа обращается въ 
проекцш Меркатора, на которой меридааны простираются въ 
безконечность. Изоколы равныхъ частныхъ масштабовъ пред- 
ставляются овалами, вытянутыми по параллелямъ, а въ пре- 
дельномъ случае (а = 0) совпадаютъ съ параллелями. 

При а > 1, наоборотъ, разстоятя по параллелямъ возра- 
стаютъ быстрее, чемъ разстоян1я по мерид1анамъ; при значи- 
тельномъ протяженш изображаемаго пространства некоторый 
части начинаютъ закрывать другъ друга, и применен1е проек- 
щи въ этомъ случае всегда ограничено: напримеръ, при а = 2 
нельзя изобразить даже одно полушархе. Изоколы равныхъ част- 
ныхъ масштабовъ представляются овалами, вытянутыми по 
мерид1анамъ. 

Такимъ образомъ, хотя на проекдш Лагранжа и можно 
изобразить не только полушар1е, но и всю земн^^ю поверхность 
(при а < 1), однако въ этомъ случае на краяхъ карты част- 
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ные масштабы весьма значительно уклоняются отъ главнаго. 
Зато для отд'Ьльной и при томъ не малой страны (наприм*ръ 
для всей Европейской Россш) проекщя Лагранжа едва ли не 
самая совершенная въ смысл'Ь ничтожности искажешй. Фигуры 
изоколъ показываютъ, что для странъ, им-Ьющихг видъ круга, 
надо применять случай а = 1, т. е. горизонтальную стерео- 
графическую проекщю; для странъ овальнаго вида, вытянутыхъ 
по параллели, выгоднее брать а < 1, а для странъ такого же 
вида, но вытянутыхъ по меридхану, наоборотъ, выгоднее под- 
бирать а > 1. 

На проекщи Лагранжа подобхе въ безконечно-малыхъ ча- 
стяхъ сохраняется во всЬхъ точкахъ, кром* полюсовъ, потому 
что въ полюсахъ меридханы на проекщи пересЬкаются не подъ 
углами, равными разностямъ долготъ, а подъ меньшими пли 
большими, смотря по тому, будетъ ли а меньше или больше 
единицы. Исключеше составляетъ частный случай а = 1 (сте- 
реографическ1Я проекщи), когда подоб1е сохраняется и на по- 
люсахъ, но зато въ этомъ случа* нельзя изобразить на одной 
каргЬ всю земную поверхность— она простиралась бы во вс^ 
стороны до безконечности. Поэтому необходимо упомянуть объ 
эпициклоидальной проекщи, предложенной профессоромъ Берлин- 
ской Военной Академ1и Августомь (1840—1900) и описан- 
ной имъ въ йеНжсЬгШ йег безеИвсЬаЙ Шг Егйкипйе ги ВегИп 
(9 Вап(1, 1874, стр. 1-22). 

Проекцгя Августа равноугольна на всемъ своемъ про- 
тяженш, не исключая и полюсовъ, и представляетъ всю земную 
поверхность на одной карт*. Экваторъ и среднШ меридханъ 
изображаются взаимно-перпендикулярными прямыми, причемъ 
длина прямой, изображающей средшй меридаанъ между полю- 
сами, равна половин* длины прямой, изображающей экваторъ. 
Пограничный мерид1анъ съ долготою ± 180° представляетъ 
даурогую эпициклоиду, описываемую точкою окружности, ка- 
тящейся по внешней сторон* другой окружности вдвое большаго 
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радауса, а всЬ проще мерид1аны и параллели изображаются 
эвольвентами подобныхъ же эпициклоидъ. Изобретатель осо- 
бенно рекомендуетъ свою проеквдю для картъ изотермъ, изо- 
гонъ и т. п., но она не получила еще практическаго прим'Ьнешя. 

49. Общая теор1я. Еще знаменитые математики XVIII в^ка, 
особенно Ламберть и Лагранжъ, предсказывали возможность 
общей теорш всЬхъ равноугольныхъ проекцШ, но лишь въ 1822 
году Копенгагенская Академ1я наукъ назначила прем1юзар'Ьшен]е 
этого важнаго вопроса. Въ отв'Ьтъ на такой научный вызовъ въ 
1825 г. явилось замечательное сочиненхе Гаусса: АИ^етеше 
АиПб8ип§ йег АпГ^аЬе: (Не ТЬеЛе ешег §е§еЬпеп ИасЬе аиГ ешег 
апйегп ^е^еЬпеп ПасЬе 80 аЬгиЫЫеп йа88 (Не АЬЫИип^ (1еп1 
АЬ^еЫИе^еп 1п (1еп к1е1П81еп ТЬеЛеп аЬпИсЬ шгй (Общее р'Ьше- 
Н1е задачи: изобразить одну данную поверхность на другой дан- 
ной поверхности такъ, чтобы сохранялось подобхе въ безко- 
нечно-малыхъ частяхъ). Въ этомъ сочинеши Гауссъ ставить 
задачу въ самомъ общемъ вид*, такъ что изображеше сфероида 
на плоскости является только приложен1емъ общей теор1и къ 
частному случаю. 

Каждая математически определяемая поверхность можетъ 
быть выражена уравнен1емъ съ тремя переменными (координа- 
тами любой точки поверхности). Пусть требуется изобразить 
о»у поверхность ^(^_^,,)^о (301) 

на другой поверхности 

Р (X, 7, 2) = О (302) 

Въ практическомъ отношети удобнЬе и целесообразнее за- 
давать поверхность не однимъ уравнетемъ съ тремя перемен- 
ными, а совокупностью трехъ уравнешй, въ которыхъ эти 
переменныя выражались бы явными функщями отъ двухъ вспо- 
могательныхъ переменныхъ (напримеръ, сфероидъ можно за- 
дать функщями трехъ прямоугольныхъ координатъ х^ у, г лю- 
бой точки отъ географическихъ координатъ: долготы X и ши- 
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роты ср этой точки). Называя вспомогательныя перем'Ьнныя 
буквами X и 9, уравнен1я поверхностей (301) и (302) можно 
зам'1^нить сл^^дующими системами уравнешй: 

х = Г(К^) У = ГАК^) ^ = ГЛК9) (303) 

Х = Р(К 9) Г = Р, (X, ср) 2=Р, (X, ср) 

Условхе подоб1я въ безконечно-малыхъ частяхъ выражается 
равенствомъ: 

1^=^^=Ф{К9) (304) 

Т. е. масштабъ (& въ любой точк'Ь изображешя не долженъ за- 
висЬть отъ направлешя соотв'Ьтствующихъ дугь й?5 и й?аУ на 
разсматриваемыхъ поверхностяхъ^ а только огь координагь 
точки. 

Известно, что 

(Из^ = с1х^ -+- (Лу^ н- с^^е?' (а) 

Чтобы выразить дугу (18 въ функщи величинъ X и 9; со- 
ставимъ дифференщалы х, у я 25 по уравнетямъ (303); 
обозначая для краткости: 













'!; = *. (305) 








получимъ: 


адк 


-ЬО, (?«р 


Лу = 


Ъй\ 


н- й, а^ (306] 


йг = 


сй\ 


-ь с, <^<р 


Подставивъ эти выражевая въ формулу (а) и собирая по- 


добные члены, им-Ьемь: 






«?«*— (а*-4-й'н-с')<гХ'-1-2(аа, 


-ьАА, -ьсс, ) «?Х б^(р -1-(а, *-ь*,*ч-с, *) <^<р' 
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^™ аз' = а егХ^ -н 2р ей 6^9 -н Т ^' Ф) 

щ% для кратЕОСти, введены обозначешя: 

(х = а* -\- Ь' -\- с' 

р = аа, -^ЬЬ,-\'Сс, (307) 

у = а,^ -н Ъ,' -н с,' 

Умножимъ об* части выражешя (Ь) на а и представимъ 
его въ видЬ: 



(хОз' = {(ха\ч-^ с1<рУ -+- {Уа^ — р^ а^у (308) 



причемъ необходимо заметить, что радикалъ Уа1( — ^^ всегда 
вещественный; действительно, составивъ подкоренную величин}^ 
и нреобразовавъ ее по формул^^ Лагранжа 

ау — р' = (а^ -н 6^ -н с') Га,' -4- 6,» -4- с/) — (аа, -4- 6*, -н ее,)' = 
= (аЪ^ — а^ЬУ -+- (Ъс^ — Ь^сУ н- (са, — с^аУ 

убедимся, что она, будучи равной сумм^Ь трехъ квадратовъ, 
всегда не меньше нуля, 

Изв'Ёстно, что какъ разность двухъ квадратовъ можно пред- 
ставить въ вид* произведен1Я двухъ вещественныхъ множите- 
лей (суммы и разности), такъ и сумму двухъ квадратовъ можно 
представить въ вид'Ь произведен]я двухъ мнимыхъ множителей, 
наприм*ръ: ,,_,,, ^ ^, ^ ^^ (, _ ,^) 

гд* г = \/—\. Прим^нивъ это преобразован1е къ правой части 
уравнешя (308), получимъ: 

ИЛИ 

аЙ5' = {абгХч-(рч-г1^7=-"Р^)егср} [ай\^{^—г\/^^^Щ\ (309) 

Для всякаго выражешя вида МЛ'к -\- КЛ^^ тк^ М и N 
суть функцш отъ X и 9з можно подобрать такой множитель г, 
чтобы получить полный дпфференщалъ отъ некоторой функ- 
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щи, такъ что 

г {ма\ -л- N€1^) = ар (X, ср) 

Множитель г, вообще говоря, тоже долженъ быть функщей 
отъ X и <р; если же М{[к ч- КФ>^ уже полный дафференвдалъ, 
что будетъ въ томъ случа-Ь, если 

дМ _дN 
д^ ~ д\ 

ТО г равно постоянной величин^Ь. 
Допустимъ теперь, что выражете: 

адХ -ь (р н- г/ау — ?') ^9 
им*етъ множитель г = р-ьф,; другими словами, произведете 



(р + гр,) [аЛ\ -н (Р -ь г >^ат — р^) (/ср! 

становится полнымъ дифференщаломъ н']&БОторой функщи, ко- 
торую назовемъ р-^гд, Такимъ образомъ будемъ им'Ьть 

(р -*- гр,) (хс1Х ч- (р -ь гр,) (Р -*- г 1/ау — ^ р*) (/<р = с? (р -ь гд) 
Зам-Ьняя въ иосл*днемъ тождеств* -ч- » на — г получимъ: 

(р — гр,) аа\ н- (р — гр,) ф — г^оц[ — ^^) а<р = а {р — гд) 
Эти два равенства даютъ: 

«^ -н о -^ ^Vа^^^) йср = ^^?^ 

/ ^' (310) 

/--- - (^ (« — го) 

аах н- (р _ ^V/ат - ?^) '^^Р = -^=Г^~ 

Подставляя ихъ въ формулу (309), получимъ: 

«<^* = ^»^"р;» (^^ "^ *^) ^''^ ~ ^'^^^ 
а обозначивъ д. з^ -г черезъ к, получимъ окончательно: 

аз^ = Ь{вр^ Ы4) (с1р — иЛд) (311) 
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Если применить подобныя же разсуждетя къ дуг* Л8 на 
второй поверхности (302), то, очевидно, получимъ выражете 
для Л8^^ аналогичное только-что выведенному, т. е. 

аз^ = н{ар-\- га^) {ар — щ^) (312) 

а для масштаба {х, вставляя (311) и (312) въ (304): 



=]/? 



{ар -^шд) (ар— гад) 

(с) 



{Лр ч- ^а^) {ар — га^) 

Выражеше для |х, какъ было уже сказано раныпе, должно 
быть некоторой функщей отъ X и ^ и не должно зависЬть 
отъ направлен1я соотв-Ьтствующихъ дугъ Аз и Л8 на разсма- 
триваемыхъ поверхностяхъ. Аналитически это приводить къ 
тому, что подкоренное количество не должно зависЬть отъ даф- 
ференщаловъ перем-Ьнныхъ независимыхъ, т. е. числитель дол- 
женъ д^^литься на знаменателя. 

Эту делимость мы можемъ представить себ* въ такомъ 
вид*: 

1) или аР-\-гад д'Ьлится на ар-^гЛд^ а аР — гад на ф — Ыд 

2) или ар -^ гад делится на ф — гад^ а аР — гад на ар-^Шд 

Нетрудно показать, что достаточно разсмотр*ть только де- 
лимость ар -н гад на Ф ч- ^а^^ чтобы вывести услов1е, свя- 
зывающее функщю Р -^ гд съ I? -ь ^^. независимость отъ 
дифференщаловъ подкоренной величины {с) будетъ им-бть м^сто, 
если допустить, что 

Р^гд = ^{р-^гд) (313) 

гд* / — знакъ произвольной функвди. Д-Ьйствительно: 
ар -н гад = /*' (р -н гд) {ар -л- гад) 



*) Въ каждомъ изъ этихъ двухъ предположешй получается равно- 
угольное изображеше, но при первомъ прямое^ а при втором^ обратное- 
Второй случай представляетъ какъ бы изображете перваго въ плоскомъ 
зеркалЪ, когда то, что лежитъ вправо, кажется лежащимъ вл^Ьво и на- 
о бороть; не давая новаго р^Ьшешя, онъ въ Картограф1и не при1г1няется. 
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т. е. д'Ьлимость им-Ьеть м'Ьсто. ЗалгЬнивъ въ (313) -ь« на — г, 
получимъ подобнымъ же образомъ: 

Р-гЯ = Пр-к) (313*) 

Итакъ, возможность независимости подкоренной величины 
отъ дифференщаловъ вполн* доказана, и допущеше (313) р*- 
шаетъ поставленную задачу; но и самое допущен1е это можетъ 
быть доказано. 

Вернемся къ дробному выражешю 

йр -4- Ыд ^ 

которое не должно зависать отъ дифференщаловъ перем'Ьнныхъ 
независимыхъ. У насъ величины Р.Я^р ^д^ суть функщи отъ 
X и ср; пусть 

Р = Фх 0^^. 9) 

г = 5^, (X, ср) 

Если рЬшить эти уравнешя относительно X и ср, что, по 
крайней м'бр* теоретически, вполне возможно, такъ кякъ X и ср— 
перем']^нныя независимый, и подставить полученныя значен1Я 
для X и ср, представленныя черезъ ^9 и д^, въ выражен1я для 
Р и §, то эти посл'Ёдтя и сд'Ьлаются сами функщями отъ 
р ш д. Такимъ образомъ можно считать, что 

Р = Ф, (^>, ?) 

Я = Ф. (Р. Я) 
Теперь легко доказать, что если дробь (йГ) не зависитъ отъ 
дифференщаловъ ф и (1д, то это будетъ тогда, и только тогда, 
когда Р-^гЯ = Г{р + гд) 
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ДМствительно, развивая дифференцироваше въ числител* 
дроби (йГ), получаемы 

ф -+- г€1д 

дР . ^9 _+- /^ .дО\^ 
_ др др \дд дд I с1р 

1 ч- г -г- 
ар 

Последнее выражете не будетъ зависЬть отъ отношешя 
~ въ томъ случае, если 

дР .Щ дР .дд 

др др дд дд 

1 ~ ~г 

откуда 

др др ~ дд дд 

Такъ какъ Р 1^ ^ ф)икщи вещественный, то последнее 
равенство влечетъ за собой 

ЛР_ ^ дЯ _ _дР 
др ~ дд др ~ дд 

Эти равенства выражаютъ необходимое и достаточное усло- 
в1е того, чтобы уравнен1е Р -^^^ = /(^рч- гд) им-бло м*сто. 

Итакъ, для р*шен1Я задачи— изобразить одну данную по- 
верхность на другой съ сохраиешемъ подоб1я въ безконечно- 
малыхъ частяхъ— надо представить уравнешя данныхъ поверх- 
ностей въ параметрическомъ вид* (303), вывести выражен1Я 
(306) для приращетй отд'Ьльныхъ координатъ, образовать изъ 
нихъ уравнен1я (308) безконечно-малыхъ дугъ въ вид* суммы 
двухъ квадратовъ, составить загЬмъ выражен1я для (18 и с1/8 
въ вид1Ь произведен^ двухъ дифференщальныхъ суммъ и для 
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каждой такой суммы вида 

найти интегрируюпЦй множитель. Нахожденхе такого множителя 
составляетъ самую трудную часть задачи, такъ какъ, вообще, 
приводить къ интегрирован1ю дифференщальнаго уравненк съ 
частными производными. Когда интегрируюнцй множитель пай- 
денъ, то разыскан1е функвдй Р^ ^, р и д не представляетъ 
затруднетй, потому что вопросъ приводится къ квадратурамъ. 

Перечисленными д'Ьйств1ями кончается общее решете задачи. 
Для получен1я разныхъ частныхъ р'Ьшеюй останется лишь за- 
даваться произвольными видами функщи / въ уравненш (313) 
и опред'Ьлять значен1Я вводимыхъ въ эти функщи постоянныхъ 
коэффищентовъ. 

Масштабъ {х въ каждо.\гь частномъ р'Ьгаенш вычисляется 
по формул* (с), которая при помощи (313) можетъ быть пред- 
ставлена въ вид*: 



1^=1/ 



^Пр-^ Ч)Г{Р-Щ) (314) 

Въ сл'Ьдующемъ § 50 показано приложен1е этой общей тео- 
р1И къ равноугольному изображению поверхности сфероида на 
плоскости, и разобраны частный ея р*шешя, соотв^тствуюпця 
разнымъ задашямъ функщи / уравнетя (313). 

50. Пржложеше къ картограФхж. Изложенная выше общая 
теор1я применима къ равноугольному изображешю одной какой 
бы то ни было поверхности на другой произвольной поверхности, 
но въ Картографш решается бол'Ье узкая задача— изобразить 
сфероидическую поверхность Земли на плоскости; для такой 
задачи обпця формулы предыдущаго § 49 можно заменить 
другими, бол*е приспособленными къ частнымъ случаямъ. 

Общ1я уравнетя двухъ данныхъ поверхностей надо заме- 
нить зд*сь изв'Ьстными уравнен1ями сфероида и плоскости въ 
прямоугольныхъ координатахъ. Если поместить начало коорди- 
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равноугольный пробкщи. 



VII. 



натъ въ центр* Земли, направить оси X и У въ плоскости эквато- 
ра, а ось 2^ по оси вращен1я Земли, то уравненте сфероида им'Ьетъ 
видъ: _ 

(315) 



X' 



Г 



Т^= 1 



гд'Ь л— радаусъ экватора, а 6— половина оси вращетя. 

Уравнете плоскости представляется несравненно проще, 
а именно: ^ _ О (316) 

Уравнешя (315) и (316) соотв'Ьтствуютъ уравнен1ямъ 
(301) и (302) общей теорш. Займемся теперь приведетемъ 
уравнен1Я (315) къ виду (303), т. е. выразимъ координаты 
х^ у ж г ъъ функц1яхъ долготы и широты. 

Пусть ЕРвг (черт. 64) представляетъ восьмую часть по- 
верхности сфероида съ полуосями ОЕ = ОСг = а и ОР = 6, 

а 2^— точка съ прямоуголь- 
ными координатами ОК = х^ 
К^ = у и И^=г и долго- 
тою Е0Е = 1. Описавъ око- 
ло точки 0^ какъ центра, 
четверть круга ^Е радаусомъ 
ОЕ = а, продолживъ ^Т до 
перес*четя съ этимъ кругомъ 
въ точк* II и соединивъ ?7 съ ^ 
прямою 110^ получимъ уголъ 
иОЕ = и^ называемый /г/т- 
веденною гаирошою точки Т, 
Изъ прямоугольныхъ треугольниковъ К0^ и ЮТ! им'Ьемъ: 

а; = 01. сов \ 
у = 01. згп X 
^^ = 1Т 
По свойству эллипса 




Черт. 64. 



ш 



а 
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И кром* того: 01 = а С08 и 

Ш := а згп и 

Съ этими подстановками получаемъ сл'Ьдуюпця выражешя 
координатъ х^ у }и я точки Т въ функщи долготы X и при- 
веденной широты и: 

X = асозХсоз и 

у = а згп X С08 и 

2г = а 1^ 1 — е* згп и 

Известно, что приведенная широта и какой-нибудь точки 

на сфероид* связана съ географическою широтою ср той же 

точки формулами: 

сое Ф . 1^ 1 — е^ згп ^ 

соз и = / о— ~т — 8гп и = ~р =-— , ^^ 

у} — е^ згп^ 9 VI — е^ згп^ ^ 

Подставляя эти выражен1я ръ предыдущая, получаемъ сл'Ь- 
дуюпця формулы для координатъ х^ у }и г точки Т въ функ- 
щи географическихъ долготы и широты, соотв'Ьтствуюпця фор- 
муламъ (303) общей теорш: 

а соз X соз 9 

а згп X соз ^ 
У = уТ-е^зЩ (317) 

_ а (1 — е') згп ср 
VI — е* згп^ ^ 
Дал'Ье согласно формуламъ (305) получаемъ: 

а згп \ соз ^ а ( 1 — е?)соз\ згп ^ 

~ VI —е" згпЧ^ * ~ ~ (у1^^~е^~^гп^У 

7 _ а соз X соз ^ А _ ^ ^ ' — е^)згп'к згп^ 

~ 1/Г— е^ згп^ * ~ О/Г-^е^п^)^ 

а(1 -в^)со^?ср 
"^ ~ ^^ "^^ ~ (1/1-б^8ш^ср)^ 
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а вспомогательный величины (307) суть: 

(318) 



(А — 


~ 1 - 


-е' 


8«я' Ср 


? = 











а' 


(1- 


-е'У 



^ ~ (1 —е^згп' 9)' 

Съ такими величинами уравнете (308) сокращается на а 
и принимаетъ видъ: 

1 — ё^ згп^ 9 (1 — ^ ^*^ ?) 

или 



1 — в^ эгп^ ср I С05^ 9 (1 — в" 5г^^ ср) 

Разложивъ теперь, согласно обп(ей теор1и, сумму квадра- 
товъ на два множителя, им-Ьемъ подобно формул* (309): 

, , а^ со8^ ^ I ,. 

1 — е вгп^ ср 1 

гд* ^' = 1/ — 1. Для интегрироватя выраженШ въ скобкахъ 
зд'Ьсь н*тъ надобности прибегать къ введенш интегрирующаго 
множителя (очевидно зд'Ьсь г = 1) и согласно первой изъ фор- 
мулъ (310) получаемъ (см. стр. 155): 

^^^' сов <? (1 - е^ вш^ ^) ^ = ^0^-^Ип^) 

гд ( 45° -ь I) 

гд-Ё Т7 = — ^^ -'- и 8шф = е8Ш(р (см. § 32 стр. 156). 

1д'[ 45° -ь I) 
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Итакъ въ данномъ случа* (см. стр. 297): 

- а* сое' ф 
1 — е 8гп^ 9 

Что касается плоскости, то для нея выходить еще проще: 

или, по разложеши на два множителя, 

(ЛЗ^ = (с1х -н * с1у) [Лх — % Лу) 

с1х -^ гс1у = с1{х -^ гу) 
такъ что 

Р-\-^^^=x^^гу 

Н = 1 

Такимъ образомъ для равноугольнаго изображешя поверх- 
ности сфероида на плоскости должна существовать следующая 
зависимость прямоугольныхъ координатъ л: и у отъ географи- 
ческихъ долготы X и широты ср (собственно функщи ея П): 

х-1-гу = /'(Х-^ИпТТ) (319) 

гд*, какъ было уже объяснено при вывод* формулы (313), 
знакъ / выражаетъ совершенно произвольную функщю. . Для 
масштаба р., согласно формул* (314), въ данномъ случа* по- 
лучается выражеше: 

•^ = ^^~аш'^'^^ УП^-^ИпЩГ^к-ИпЩ (320) 



Прим*нимъ выведенныя формулы (319) и (320) къ н-Ьсколь- 
кимъ прим*рамъ, придавая / разные виды функцШ. 

1) Прост*йш1я функщи суть линейный. Пусть, наприм'Ьръ, 
уравнете (319) выражается такъ: 

х-^гу = к{\-1-г1п1Т) (321) 

в. ВЯТК0ВСК1Й.— Картограф!я. 20 
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гд* к — постоянный коэффищентъ. Столь простое уравнете 
прямо разлагается на два: 

у = к1п и 

причемъ въ первое входить только долгота X, а во второе 
только широта ср. Следовательно, эти уравнетя представляюгь 
непосредственно уравнешя меридановъ и параллелей на про- 
екцш; ясно, что зд'Ёсь мерид1аны и параллели изображаются 
взаимно-перпендикулярными прямыми. 

Для опред4лен1я постоянной к примемъ, что по экватору 
сохраняется главный масштабъ. Въ разсматриваемомъ случа'Ё 

/•(X '+-ИпЦ')=к(к'^ Ип Л) 

/'(Х — г1пи) = к{\—г1п П) 
и потому 

/^ (X -Ь1 1п ТТ) = к 

Г{1 — ипи) = к 

такъ что формула (320) даетъ: 



к\/\ — е' 8ш^ ср 



И- 

•^ асо8 



У 



Если при 9 = должно быть (л = 1, то А = а и окон- 
чательно пол}^ается: 

а; = аХ 

IX = ]/ 1 — е^ згп^ ср вес ср 

Это известный формулы (151) и (153) § 32, и данный 
частный случай общей теорш представляетъ проекцш Мер- 
катора. 

2) Возьмемъ теперь просгЬйш^то показательную функщю, 
т. е. дадимъ формул* (319) видъ: 

хчггу = ке'^^'^'^''^^ (322) 
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гд* к — ПОСТОЯННЫЙ коэффищентъ^ а ^ — основаше натураль- 
ныхъ логариемовъ. Такъ какъ еМ ^' = СГ, то 

Известно, что ^х 

е = со8\ -{-гашХ 

(мгЬдовательно 

X -{- гу = у^ {со8 Х-^ гвт X) 

Сравнеше вещественныхъ и мнимыхъ частей этого урав- 
нешя даетъ сл'Ьдуюпця формулы для координатъ х яу любой 
точки проекцш: 

X = уу соаХ 

к . . 
у = ^^:8гпX 

Чтобы получить уравнеше меридаановъ, надо исключить 
изъ этихъ уравненШ широту ср или зависящую отъ 1пироты 
величину П. Разд'Ьливъ второе выражен1е на первое, получаемъ: 

т. е. меридааны суть прямыя, лучеобразно расходяпцяся изъ 
одной точки (начала координатъ) и перес^Ькаюпцяся подъ углами, 
равными разностямъ долготъ. 

Чтобы получить уравнеше параллелей, надо исключить изъ 
т*хъ же уравнетй долготу X; для этого составимъ сумму ихъ 
квадратовъ: / ^^. . а 

т. е. параллели суть концентричесшя окружности. 
Для вычислетя масштаба им'Ьемъ: 

20* 
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^ р {\ ^ ИпЛ) Г{\ — Ип V) = к'е^^^''^=^ 

Подставляя последнее выражеше въ общую формулу (320) 

мах!^штаба, получаемы /- ^-^-^ — , 

^ '' _У^ — е 8ггг ср к 

^~ асо8 ^ V 

Если принять опять^ что на экватор^Ь, т. е. при 9=0, частный 
масштабъ долженъ равняться главному, или и- = 1, то постоянная 
А = а, и предыдупця формулы обращаются въ сл^дуюпця: 



X = -^ С08К 


а . . 


| = <,х 





Для шара а = Я^ е = И и Т1 = ^д (45° -+- |) , такъ что 
посл'Ьдшя три формулы обращаются въ изв-Ьстнын формулы 
(52), (53) и (49). Такимъ образомъ, разсмотр-Ьнный частный 
случай общей теор1и представляетъ полярную стереографиче- 
скую проекщю, причемъ полученный теперь формулы даютъ 
стереографическое проектирован1е поверхности сфероида, а фор- 
мулы § 10 даютъ лишь частный случай — проектироваше шара. 

3) Возьмемъ теперь бол'Ье сложную показательную функ- 
щю, гд-Ь кром* постояннаго коэффицхента к введенъ еще мно- 
житель «: ^ ^^^ = ;ье^(^-ь»»« ^ (323) 

Подобно предыдущему, эта функгпя можетъ быть предста- 
влена въ вид'6: 

к 
X -^ гу = — — {со8 аХ н- г 8гп ак) 
и 
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Сравнивая вещественныя и мнимыя части, им'бемъ сд'бдую- 
пця формулы для вычислешя Боординатъ х ж у вк проеБщи: 

Чтобы получить уравнен1е мерид1ановъ, д*лимъ второе 
выражете на первое: 

^ = 1дак 

т. е. меридааны суть прямыя, лучеобразно расходапцяся изъ 
одной точки и перес']&Бающ1яся подъ углами 

Чтобы получить уравнеше параллелей, складываемъ квад- 
раты тЪхъ же выражешй: 



ж» 



т. е. параллели суть концентричесия окружности съ радьусами 

__к_ 

Для вычислешя масштаба (а и]гЬемъ: 

откуда 

/^ (X - » /п С7) = - ш Ле-»'* ('^-^ '" ^''> 



, /•' (X и- г /и СГ) /^ (X — * /м СГ) = аЧ'в-^'"^ = 
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Вставляя это выражеше въ общую формулу (320) для 
масштаба и припоминая еще, что радаусъ г параллели на 
сфероиде представляется равепствомъ: 

асо8 ъ 
г = 



получаемъ: , 

ВсЬ эти формулы суть изв'Ьстныя уже формулы § 41, такъ 
что разсмотр'Ьнный частный случай общей теорш представляетъ 
разные виды равноугольпыхъ коническихъ проекщй. 

4) Накопецъ для четвертаго прим^Ьра возьмемъ еще бол^Ье 
сложную показательную функцш съ двумя постоянными мно- 
жителями аир: 

^-^'У=~^- ]^'^^^^а^x-.ш^) (324) 

При помощи преобразованй, подобныхъ предыдущимъ, по- 

луча^МЪ. ]с 1 —В(со8 ак— г зт а\) ТР 

а; -+- ш = — * 

М -н р {С08 ак — г згп аХ) СГ* 

Умноживъ числителя и знаменателя правой части на 
г { 1 -ь р (со8 ак -ь г вт ак) П^]^ поел* простыхъ приведе- 
тй приходимъ къ выражешю: 

2 ^^'^8гп аХ-ь-г ф' Г^'^ — 1) 
1 -+- 2р 0^« Ш ак -ь р^ и' 

Сравнивая вещественный и мнимыя части, им']&емъ для 
вычислетя координатъ х я г/ сл^дуюпця формулы: 

2к р Ц^ згп ак 

23 г7« соз ак ч- В» СГ'^ 

^ ^ (325) 

кф^ц^^ — 1) 



X '-\- гу = к —- ^ ^ , Г.П ^о« 



X 



У = 



I -+- 2р СГ« С05 аХ -+- р' г7 



за 
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Чтобы найти уравнете меридьановъ^ надо исключить вели- 
чину Т]. Разд*ливъ X на у^ получимъ квадратное уравнете 
для р и^ у положительный корень котораго будетъ: 

^ X V х^ 

Подставивъ это выражеше въ формулу для х, поел* про- 
стыхъ преобразованШ, получаемъ: 

х^ ч- 2А со{д а\.х-^у^ = к^ (326) 

пли 

(ж -I- А со1д аХУ ^ у^ = (к созес аХУ 

т. е. меридааны «уть эксцентричесюя окружности со следую- 
щими координатами центровъ х^ и у^ и рад1усами р^: 

а;, = — к со1д ак у, = О 

(387) 
р^ = к созес ак 

Чтобы получить уравнете параллелей, надо изъ формулъ 
(325) исключить долготу X; изъ выражешя для у: 

к (9' г7^« _ ]) _ у (9» г7^а ч- 1) 

С08 ак = -^ ^ — -^-^ • 

2р ^'^у 

И подставляя въ формулу для л:-са: 

. , X (р^ ТР^ - 1) 
вгп ак = — ^— - — 

2^и^у 

Сумма квадратовъ этихъ двухъ равенствъ посл1^ простыхъ 
преобразоватй даетъ: 

^' - 2* р4^^Г у -^ у' "^ *' = о (328) 
или 

т. е. параллели суть тоже дуги эксцентрическихъ круговъ со 
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сйдующими координатами центровъ л;, и ^, и радаусами р,: 



ж. = О V, = к 



2р 17 



-а 



(389) 



Для вычислешя масштаба р. им'Ёемъ: 

/^ (X ч- г гл Ш = -г ^- г-т — ., .,, 

^ ^ ] ч- ^е""**^^'*"*'**^) 

;1 1 _ ^^^а(к•^%^п Ц) 

^(^-^^п^) = -^ ^_^^^,,_,^^ 

И ^ 

/•' (X -ь ^ /л СГ) /"^(Х — г 1п П) = 

~" {1 -+- Р г7« (е*«^ -ь е-*«^) ч- р» 17»* }' 
Посл^^ подстановки сюда 

е*** = соз а\ -^^ г згп ак 
е"^ = сое аХ — г 9гп ак 

а всего вьфажен1я въ общую формулу (320) масштаба, полу- 
чаемъ ОБОнчательно: 

Формулы (325) — (330) суть изв4стныя уже формулы 
(291), (292), (274), (273), (290), (289) и (281) § 47 ■ 
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различаются отъ нихъ только гЬмъ, что вместо ^д (45° -н |) 
содержать бол*е сложную функвдю широты, именно функцш 
СГ, причемъ въ формул* (330) надо еще положить для шара 
а = Е и ^=0. 

Итакъ разсмотр1Ьнный частный случай общей теорш пред- 
ставляетъ обобщен1е проекцш Лагранжа для сфероида. 



Изъ приведеннаго разбора приложен1я теорш Гаусса къ 
Бартографш видно, что, хотя эта теорхя и не дала пока ни одной 
новой проекщи, но зато она обобщила всЬ раньше изв1&стныя 
равноугольныя проекцш и позволила вывести для нихъ бол1Ье 
обпця формулы. Наприм*ръ, въ § 47 вс* формулы проекцш 
Лагранжа выведены при помощи весьма сложныхъ выкладокъ 
и то только для шара; теор1Я же Гаусса позволила получить 
ихъ гораздо проще и при томъ прямо въ приложеши къ изобра- 
женш поверхности сфероида на плоскости. 



УШ. 

Равноввлик1я проекцш. 

Изъ равновеликихъ проекщй въ предыдущихъ главахъ 
описаны: зенитальная проекц1я Ламберта (§ 23), дв* цилиндри- 
ческ1я (§§ 30 и 31) и несколько коническихъ (§ 40), т. е. 
всЬ гЬ проекщй, которыя подаются простому геометрическому 
представленш (по способу построен1я). Настоящая глава по- 
священа разсмотр'Ьнш наиболее зам'Ьчательныхъ изъ осталь- 
ныхъ равновеликихъ проекщй и ихъ общей теорш. 

51. Проекщя Вернера. НюрнбергскШ ученый, священникъ 
Вернеръ (1468 — 1528), въ числ* н'Ьсколькихъ другихъ про- 
екцШ изобр-Ьлъ равновеликую, изображенную на черт. 65, на 
которой вся земная поверхность представляется въ вид* сердца, 
отчего и самая проекция называется иногда сердцевидною. 

Для черчен1я проекщй Вернера йроводятъ прямую РР^ 
(черт. 65), изображающую начальный меридаанъ, и около точки 
Р, какъ центра, описываютъ концентричесюя окружности съ 
рад1усами р, равными выпрямленнымъ дугамъ меридхановъ отъ 
полюса до посл^довательныхъ параллелей, такъ что 

р = в(|-<р) (331) 

гд* к — радаусъ Земли въ главномъ масштаб*, '^ — длина чет- 
верти окружности при радаусЬ равномъ единиц*, и ср — ши- 
рота соответствующей параллели. Зам^тимъ, что выражете 
(331) тождественно съ формулою (104) въ проекщй Постели. 
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На каждой окружности отъ начальнаго меридаана РР^ откла- 
дываютъ длины дуть параллелей въ главномъ масштаб* и 
черезъ полученный точки проводятъ непрерывныя крирыя, 
изображающш вс1Ь проч1е меридханы. Эти длины дугь параллелей 
5 берутся изъ готовыхъ таб- 
лицъ въ конц* книги или 
вычисляются по известной 
формул*: 

8 = X й С08 ср (332) 

гд'Ь X — соответствующая 
разность долготъ, выраженная 
въ частяхъ радауса. 

Такъ какъ на круговыхъ 
дугахъ нельзя откладывать от- 
резки данной длины непосред- 
ственно, то для каждой парал- '^®р'^- ^• 
лели строятъ при полюс* Р углы 8, вычисляемые по простой 

Р 
которая поел* подстановки выражетй (331) и (332) даетъ 




формул*: 



8 = - 



X С08 ф 

о = 



тс 



(333) 



По м*р* удалеюя отъ полюса углы 8, соотв*тствующ1е 
той же разности долготъ, непрерывно уменьшаются^ какъ видно 
изъ сл*дующей таблички, дающей углы 8 для X = 360° при 
разныхъ широтахъ: 

ср = -ь90° 4-60° -ьЗО° 0° —30° —60° —90° 
8= 360 343.8 297.7 229.2 148.9 68.8 О 

Легко понять, почему проекщя Вернера равновеликая. Осно- 
ваше и высота каждой трапецш, ограниченной дугами мери- 
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даановъ и параллелей, на проекщи равны основанш и высогЬ 

соответствующей трапевди на шар*, и потому площади ихъ 

равны. 

Искажеше очертанШ на разсматриваемой проекщи изм'Ь- 

ряется уклонетемъ угла между меридханомъ и параллелью на 
проекщи отъ прямого. Пусть А В и А^В^ 
(черт. 66) — две безконечно-близш дуги па- 
раллелей той же разности долготъ X, съ ши- 
ротами 9 и 9-^-й?9. Отр^зонъ ВВ^ пред- 
ставляетъ по длин1& и направлешю элементъ 
дуги меридхана въ точк* Д а уголъ 
РВВ^ — 8, образуемый ВВ^ съ радаусомъ 
Черт. 66. р^^^ выразить упомянутое искажеше. 
Означивъ точку перес'Ьчен1я дуги А^В^ съ ращусомъ РВ 

буквою 6\ им*емъ: 

Ь9^ = С^ (а) 

йзъ чертежа видно, что 
СВ, = Л^В^ — А^С = 1 Е сов {<^ -\- Л^) — А^Р .Ь 

Разлагал со8 (ср + ф) и ограничиваясь малыми членами 
перваго порядка, получаемъ, пользуясь формулою (333): 

С5, = 22 <г^ (8 — X 8гп 9) 
Крем* того СВ = А,А = ВЛ^ 

Подставляя эти величины вь формулу (а), им'бемъ окон- 
чательно: 1дг = Ь-\8гп^ (334) 

Такъ какъ уголъ 8, что видно изъ (333)^ пропорщона- 
ленъ долгот* X, то уголъ е увеличивается съ долготою X, а 
при X = О уголъ е = О, т. е. на среднемъ меридхан* н*тъ 
искаженк очерташй. Искажен1я н'Ьтъ и на полюс*, гд* 8 = X, 
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ср = 90°, И потому е = 0. Наибольш1Я значешя на каждой 
параллели уголъ е им'Ьетъ на крайнемъ меридаан'Ь, гд* X дости- 
гаетъ наибольшей величины. Для X = 180° (или тс) получается: 

на экватор* 1д г = 2, г = 63° 26' 
на южномъ полюс* 1д г := щ е = 72 21 

Такимъ образомъ уголъ при точк* Р, (черт. 65) между 
крайними мерид1анами равенъ 144^ 41'. 

6ъ сл'Ёдующей таблиц'^ приведены числовыя значешя угла 
г для разныхъ точекъ перес'Ьчен1я параллелей и мерищановъ 
черезъ 15° по широгЬ и черезъ 15° и 30° по долгот*. 




15° 



30° 



46° 



60° 



75° 



90° 



120° 



160° I 180° 



-4-90^ 
-ь75 
Ч-60 
-+-45 
-4-30 
-1-15 
О 
—15 
-30 
-45 
-60 
-75 
-90 



о°о' 
о о 
о о 
о о 
о о 
о о 
о о 
о о 
о о 
о о 
о о 
о о 
о о 



о" о' 

20 

1 20 

2 54 

4 54 

7 9 

9 28 

II ^8 

13 27 

14 4б 

15 28 
15 27 

14 40 



18 2б 
22 22 

25 34 

27 48 

28 58 
28 5б 
27 з8 



о" о' 

I I 

4 о 

8 з8 

14 24 

20 37 

2б 34 

31 41 

3> 39 

38 21 

39 42 
ЗР 4о 
38 9 



о" о' 

I 22 

5 19 
II 2б 
18 54 

2б 39 
33 41 
39 27 
43 44 

46 32 

47 54 
47 52 
4б 19 



о" о' 

I 42 

6 з8 

14 12 
23 Ю 
32 6 

39 48 
45 49 
50 6 

52 49 
54 9 
54 7 
52 37 



о" о' 

2 2 

7 57 
1б 53 

27 II 

Зб 58 
45 о 
50 59 
55 8 

57 42 

58 5б 
58 55 
57 31 



о" о' 

2 43 

10 33 

22 2 

34 28 
45 6 
53 8 
58 43 

б2 24 

64 38 

65 41 
6$ 40 
б4 29 



о" о' 

3 24 

13 6 

2в 50 

40 34 

51 2б 
2 

5 

19 
14 

8 

7 

6 



59 

б4 

б7 

69 

170 

170 

|б9 



о" о' 
4 5 
15 Зб 

31 15 

45 4б 
5б 24 
бз 2б 
б7 57 
70 47 

72 28 

73 14 
73 Ч 

72 21 



Отъ угла е зависятъ искажен1Я линШ и угловъ на проекцш. 
Изъ чертежа 66 видно, что масштабъ т по меридаанамъ пред- 
ставляется отношешемъ дуги ВВ^ = С В вес г таъ В й?9, т. е. 

т = зесг (335) 

Частный масштабъ по мерид1ану равенъ главному тамъ, 
гд* уголъ 5 = 0, т. е. вдоль средняго меридаана и у 
наго полюса. 
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Вотъ числовыя значенк масштаба т для тЬхъ же точекъ, 
какъ въ предыдущей таблиц*. 





0° 


15° 


30° 


45° 


60° 


75° 


90° 


120° 


150° 


180° 


-4-90° 


1.000 


1.000 


1.000 


1.00О 


1.000 


1.000 


1.000 


1.000 


1.000 


1.000 


Ч-75 


1.000 


1.000 


1.000 


1.000 


1.ОО0 


1.000 




001 


1.001 


1.002 


1.0ОЗ 


Ч-60 


1.000 


1.000 


I 001 


1.002 


1.004 


1.007 




ОЮ 


1.017 


1.027 


1.038 


-ь4б 


1.000 


1.001 


1.005 


1.011 


1.020 


1.031 




045 


1.079 


1.121 


1.170 


-ЬЗО 


1.000 


1.004 


1.015 


1.032 


1.057 


1.088 




124 


1.213 


1.316 


1.434 


-4-16 


1.000 


1.008 


1.031 


1.0б8 


1.119 


1.18о 




252 


1.417 


1.6о4 


1.8о7 





1.000 


1.014 


1.054 


1.118 


1.202 


1.302 




414 


1.667 


1-944 


2.236 


-16 


1.000 


1.021 


1.081] 1.175 


1.295 


1.435 




589 


1.926 


2.288 


2.664 


-30 


1.000 


1.028 


1.108 


1.231 


1.384 


1.559 




749 


2.159 


2.592 


3-039 


-46 


1.000 


1.034 


1.131 


1.275 


1.455 


1.655 




872 


2.355 


2.820 


3-319 


-60 


1.000 


1.038 


1.143 


1.300 


1.492 


1.707 




938 


2.429 


2.942 


3-468 


-76 


1.О0О 


1.038 


1.143 


1.299 


1.491 


1.706 




937 


2.427 


2.939 


3-4б4 


-90 


1.000 


1.034 


1.129 


1272 


1.448 


1.647 




8б2 


2.321 


2.803 


3-297 



Масштабъ по параллелямъ (тг), какъ сл'Ьдуетъ непосред- 
ч5твенно изъ способа построешя проекцш, равенъ главному, т. е. 

п = 1 (336) 

Масштабъ площадей (р) тоже долженъ везд1Ь равнят1>ся 
единиц*, и дМствительно по формул* (24) им'Ьемъ: 

р = шп зтЬ = зес гА ,8ш (90° — е) = 1 

Наконецъ для наибольшаго искажен1я угловъ (ш) им'Ьемъ 
по формул* (28): 

О) 1 



^9 



^9^ 



(337) 



Въ следующей таблиц*, соотв*тствующей дв^иъ предыду- 
щимъ, приведены числовыя значен1я угла ш для разныхъ то- 
чекъ проекщи. 



51. 



ПР0БКЦ1Я ВБРНБРА. 



319 



15° 



30° 



45° 



60° 



76° 



90° 



120° 



150° 



180° 



-ь90° 

Ч-75 

-+-60 

-4-46 

ч-ЗО 
-Ыб 
О 
-15 
-30 
—45 
-60 
-75 
-90 



о о 
о о 
о о 
о о 
о о 
о о 
о о 
о о 
о о 
о о 
о о 
о о 



о" о' 

20 

1 20 

2 54 
4 54 
7 " 
9 32 

II 45 

13 38 

15 I 

Ч 45 
15 44 
и 55 



о 41 

2 40 

5 48 
9 47 
14 18 
18 $6 
23 15 
2б 54 

29 53 

30 5б 
30 54 

29 21 



О" О' 
I I 
4 О 

8 41 
14 38 

21 19 

28 4 
34 18 
39 28 
43 10 
45 5 
45 2 
42 53 



о" о' 

I 22 

5 20 

II 33 

19 2б 

28 10 

Зб 52 

*44 44 

51 7 

55 37 

57 55 

57 52 

55 1б 



о" о' 
I 42 
6 40 

14 25 
24 10 

34 49 
45 14 
54 26 
б1 45 
66 47 

б9 21 

б9 17 

66 25 



0° о' 

2 3 

7 59 
17 15 
28 48 
41 14 
53 8 

63 22 
71 19 

7б 42 
79 24 
79 20 
7б 18 



о" о' 

2 43 
10 з8 

22 53 

37 48 
53 17 
б7 23 

78 55 

87 28 

93 3 
95 49 
95 45* 
92 38 



0° о' 

3 24 

13 17 

28 23 
4б 21 
б4 II 

79 37 
91 57 

100 II 

105 ^9 

108 17 
108 13 
105 15 



о*' о' 
4 5 
15 54 
33 4б 
54 22 
75 5б 



о 
59 



90 

101 
по 15 

115 25 

117 55 

117 49 

115 2 



Любопытно, что искажетя г и зависяпця отъ этого угла 
величины т и О) на каждомъ мерид1ан1& не увеличиваются 
непрерывно отъ сЬвернаго полюса до южнаго, а сперва воз- 
растаютъ, достигаютъ на известной параллели наибольшихъ 
значенй, а загЬмъ убываютъ. Широта <р, параллели, щ* вели- 
чины г^ т т а> достигаютъ наибольшихъ значешй, получается 
приравнивашемъ нулю первой производаой по перем1^нной (р 
уравнеюя (334), въ которомъ уголъ 8 надо заменить выра- 
жен1емъ (333) и считать долготу X постоянною. Такое д'Ьйств1е 
приводить къ трансцендентному уравненш: 

«^?,-^(| — ?,) 



тс 



= о 



(338) 

Р'Ьшая это уравнен1е последовательными попытками и 
интерполирован1емъ, находимъ: 

(р, = -67° 12' 

Такимъ образомъ наибольш1я искажетя являются на па- 
раллели, близкой къ южному полярному кругу. Воть вели- 
чины е, т и (О на этой параллели для долготь X = 90° 
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И Х = 180°: ^ ^ 59° 5' и 73° 20' 

т= 1.948 и 3.486 
(О = 79° 43' и 118М0' 

Для прим'Ёнен1я формулъ § 6 приведемъ еще величины 
полуосей а т Ь указательницы: 

X = 90° X = 180° 

, [а= 1.618 а = 2.414 = 1/2 ч- 1 

ср = 0° О' 1 /— 

^ и = 0.618 Ь = 0.414 = 1/2—1 



ср = _б7°12' ^ 

^ ( й = 0.4( 



138 а= 3.617 

.468 & = 0.276 

Итакъ проекщя Вернера, сохраняя равенство площадей, 
значительно искажаетъ очерташя, и искажен1Я возрастаютъ 
съ удален1емъ отъ сЬвернаго полюса и отъ средняго меридхана. 
Эта проекц1я можетъ быть прим'Ьнена для всей Америки, кото- 
рая растянута по долгот* въ большихъ сЬверныхъ широтахъ 
и постепенно выклинивается къ югу, однако ею и тутъ не поль- 
зуются, такъ что она любопытна лишь въ теоретическомъ отно- 
шен1и, представляя частный случай проекщи Бонна (см. § 53). 

52. Провкц1я Саноона. ФранцузскШ географъ, учитель Ко- 
роля Людовика XIV, Сансоиъ (1600 — 1667) предложилъ 
равновеликую проекщю, ошибочно называемую иногда проек- 
щею Флемстида (1646 — 1719) въ память перваго Дирек- 
тора Гриничской Обсерватор1И, который только прим^нилъ ее 
для своихъ превосходныхъ зв'Ьздныхъ картъ (Айаз с(в1е8Й8), 
изданныхъ уже поел* его кончины въ 1729 году. 

Для построен1я проекщи Сансона на прямой, изображаю- 
щей среднШ меридханъ страны, откладываютъ части, равный 
выпрямленнымъ дугамъ мерид1ановъ между последовательными 
параллелями, и черезъ полученный точки проводатъ не окруж- 
ности, какъ у Вернера, а прямыя, перпендикулярный къ сред- 
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нему мервд1ану; эти прямыя представляютъ параллели на про- 
екщи. На каждой прямой, въ об* стороны отъ средняго ме- 
рид1ана, откладываютъ части, равныя выпрямленнымъ дугамъ 




Черт. 67. 

параллелей между соответствующими мерид1анами въ главномъ 
масштаб*, и черезъ полученныя точки проводя1ъ непрерывныя 
кривыя, представляюпця различные меридааны. На черт. 67 
изображена цроекщя Сансона для всей земной поверхности. 

Такъ какъ основашя и высоты всЬхъ 
трапещй на проекщи равны соотв^Ьтствую- 
щимъ дугамъ параллелей и меридхановъ 
на шар* (или сфероид*), то площадь каж- 
дой отдельной трапецш на проекщи равна 
поверхности соответствующей сферической 
(или сфероидической) трапецш, и потому 
разсматриваемая проекпдя тоже принадле- 
житъ къ числу равновеликихъ. 

Для ближайшаго изсл'6дован1я свойствъ 
проекщи Сансона найдемъ выражен1я координатъ отд'Ьльныхъ то- 
чекъ. Если отнести любую точку Т (черт. 68) проекщи съ 
широтою 9 и долготою X къ прямоугольнымъ осямъ, изъ 
которыхъ за ось л;-овъ возьмемъ изображеше экватора, а 
за ось у-овъ средтй прямолинейный меридаанъ, то, какъ 
ясно изъ способа построетя, прямоугольныя координаты точки 

в. Внтковек1й.— Картограф1я. 21 
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Т выразятся въ функщи ея широты и долготы сл'Ьдующимъ 

образомъ: 

X = иксов ^ (339) 

у = В^ (340) 

гд* В — радусъ земного шара въ главномъ масштаб*. 

Чтобы получить уравненъе меридгаповъ, необходимо изъ 
выражетй для л: и у исключить широту ср; подставивъ въ 
формулу (339) значеше ср изъ (340), им'Ьемъ: 

х=ВХ 8ш (I - 1) (341) 

Для всЬхъ точекъ одного и того же меридаана долгота X— 
величина постоянная, и потому формула (341) представляетъ 
уравнете синусоиды, такъ что вс* меридааны на проекщи (см. 
черт. 67) изображаются синусоидами со стрелками Ш: вотъ 
почему и самая проекцк часто называется еще синусо- 
идальною. 

Что касается уравненгл параллелей^ то самое выражеше 
ординаты у (340) представляетъ вм-ЬстЬ съ гЁмъ уравнен1е 
параллелей, потому что въ него не входитъ долгота X. Такъ 
какъ для каждой широты <р величина у постоянная, то вс* 
параллели на проекщи изображаются прямыми, параллельными 
оси л:-овъ или экватору. 

Чтобы изсл'Ьдовать искажен1Я очертатй на проекщи, про- 
ведемъ въ точк* Т (черт. 68) касательную ТО къ меридхану 
до встречи съ осью V въ точк* С и назовемъ уголъ ТОО 
черезъ е. Изъ чертежа видно, что этотъ уголъ представляетъ 
какъ разъ уклонен1е отъ прямого угла между мерпдааномъ и 
параллелью на проекщи. Вообразивъ точку, безконечно-близкую 
къ точр* Т на томъ же меридан*, легко понять, что 

с1х 
Дифференцируя уравнешя (339) и (340), считая долготу 
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X величиною постоянною, получимъ: 

с?ж = — Ек згп ср с/ср 

^у = ЕЛ(р 
и потому 

1дг = 18гп<^ (342) 

Въ сл'Ьдующей таблиц^^ приведены числовыя величины угла 
е для разныхъ точекъ проеквди черезъ 15° по широгЬ и 15° 
и 30° по долгогЬ. 



? 



15° 



30° 



45° 



00° 



75° 



90° 



120' 



150° 



180° 



90° 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



о" 

о 

о 

\° 

\ о 



о' 14°41' 27°з8' З»** 9'|4б''19' 
37 ч |45 20 



о 114 II р6 50 

О 12 4б |24 23 

О .10 29 ,20 19 

О 7"27 

о 3 53 

о о О 



34 13 142 12 

29 3 |з6 31 

14 40 |21 2б 27 з8 

7 43 |11 29 '15 ю 



о о о о ' о о 



52^37' 
51 40 
48 35 
42 47 

33 12 

18 43 
о о 



57^31' 
5б 37 
53 41 
48 о 



38 

22 
О 



б4°29' 
6з 42 
б1 8 
55 58 
4б 19 

28 28 



б9° 6' 
68 25 

66 12 
б1 37 

52 37 

34 7 
о о 



72°21' 

71 46 
б9 49 
б5 4б 
57 31 
39 7 
о о 



I 



Изъ этой таблицы и изъ формулы (342) видно^ что уголъ е 
равенъ нулю по среднему меридаану (гд* X = 0) и по эква- 
тору (гд-Ь 9 = 0), такъ что на среднемъ мерид1ан* и на эква- 
тор* мерид1аны перес*каютъ параллели подъ прямыми углами, 
и на проекцш сохраняется не только равенство площадей, но 
и равенство угловъ. По м^р'Ь удаленк отъ средняго мерид1ана 
и отъ экватора уголъ е непрерывно увеличивается; на полюс* для 
крайняго мерид1ана (X = я) получается: /^е = 7с и е = 72° 21'. 
Такимъ образомъ углы, подъ которыми сходятся крайтемери- 
Д1аны на обоихъ полюсахъ (черт. 67), равны 144° 41', т. е. 
равны углу, подъ которымъ пересекаются крайН1е мерид1аны 
на южномъ полюсЬ въ проекцш Вернера (см. стр. 317). 

Масштабъ по мерид1анамъ т, какъ и на проекщи Вернера, 
выражается формулою: 



т = 5ес е 



21* 
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масштабы же по параллелямъ п и площадей р равны единице; 
поэтому въ следующей таблиц* приведены только масштабы 
т для вс*хъ точекъ проекцш, соотв'Ьтствующихъ точкамъ 
предыдущей таблицы. 



15° 



90Р 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



1.000 ; 1.034 
1.031 
1.025 



1.000 
1.000 
1.000 
1.0О0 
1.000 
1.000 



30° 



1.129 
1.121 
1.098 
1.017 1.0б6 



1.009 



1.034 



1.002 1.009 
1.000, 1.000 



45° 



1.272 

1.255 
1.209 



60^ 



1.448 

1.422 
1.350 



76° 



90° 



120° 



1.144 1.244 



1.074 

1.020 
ЬООО 



1.129 
1.036 
1.000 



1.647 
1.612 
1.512 
1.363 
1.195 
1.056 
1.0О0 



8б2 

817 
688 

495 
272 

.079 

000 



2.321 

2.257 
2.071 

1.787 

1.448 

1.137 
1.000 



150° 



180° 



2.8оз 

2.719 

2.478 

2.104 

1.647 

1.208 
1.000 



3.297 
3-195 
2.899 
2.4з6 

1.862 
1.289 
1.000 



Безконечно-малые кружки и квадратики на земной поверх- 
ности изображаются на проекщи равновеликими имъ эллипсами 
и параллелограммами, за исключешемъ, конечно, средняго ме- 
ридаана и экватора, гд* они остаются кружками и квадратиками. 

Наибольшее искажен1е угловъ вычисляется по общей фор- 
мул* (28); вотъ результаты такого вычислен1я: 



90° 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



15° 



30° 



о о 
о о 



14^ 


55' 


М 


25 


12 


5б 


10 


35 


7 


29 


3 


53 









29"21' 
28 23 

25 33 

20 59 ,3^ 2 

14 55 !22 13 



45° 

42°53' 
41 33 
37 34 



7 45 
о о 



II Зб 
О О 



60° 



75° 



90° 



120° 



150° 180° 



55^16' 


66°25' 


53 39 


б4 Зб 


48 47 


59 5 


40 з8 


49 40 


29 21 


Зб 15 


15 2б 


19 14 


О 


о 



7б°18' 


92°38' 


105°15' 


74 22 


90 39 


103 19 


68 27 


84 25 


97 «0 


58 5 


173 2 


85 35 1 


42 53 


55 1б 


66 25 


22 59 


30 20 


37 2б 








о 



115" 2' 
ИЗ 13 
107 22 

96 О 
7б 18 

44 15 
О о 



Въ проекщи Сансона у обоихъ полюсовъ, какъ на проек- 
щи Вернера только у южнаго, искажеюя различны, смотря по 
тому, какой меридханъ принять за средтй. Такое любопытное 
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явлен1е происходить потому, что на этихъ проекщяхъ об* по- 
ловины одного и того же мерид1ана не им'Ёютъ въ указанныхъ 
точкахъ общихъ касательныхъ. 

Такъ какъ для дугь мерид1ановъ и параллелей существуютъ 
готовыя таблицы (напр. таблицы въ конц* этой книги), то 
проекц1я Сансона принадлежитъ къ самымъ простымъ для по- 
строен1я, и на ней легко принять въ разсчетъ сжат1е земного 
сфероида. Небольш1я искажетя вблизи экватора д^лаютъ ее 
особенно пригодною для изображешя тропическихъ странъ. Почти 
во вс'Ьхъ географическихъ атласахъ так1я части св*та, какъ 
Африка, Южная Америка и Австралк, представлены именно въ 
проекщи Сансона. 

53. Проекц1я Бонна. ФранцузскШ инженеръ-географъ Боинг 
(1727—1795), составившхй превосходный карты для многотом- 
ной «Епсус1орё(11е Мё1^110(1^^пе>, предложилъ въ 1752 году, соб- 
ственно для картъ Франщи, особую равновеликую проекщю, 
получившую потомъ обширное распространете. Проекц1я Бонна 
не является однако совершенно новою: намеки на такое изобра- 
жеше встречаются еще на картахъ Аристотеля (384—322) 
и оно было известно Етомцею. 

Проекщя Бонна составляетъ н*что среднее между проек- 
Ц1ЯМИ простою коническою и синусоидальною, такъ что она, 
обладая достоинствами той и другой, въ то же время сво- 
бодна отъ недостатковъ обЬихъ. Въ простой конической проек- 
щи главный масштабъ сохраняется по вс*мъ меридаанамъ и 
по одной параллели (по параллели касашя), по вс^мъ прочимъ 
параллелямъ частные масштабы больше главнаго (см. § 39); 
на синусоидальной проекщи, наоборотъ, главный масштабъ 
сохраняется по всЬмъ пара^оелямъ и только по одному сред- 
нему меридхану, по всЬмъ прочимъ мерид1анамъ частные мас- 
штабы больше главнаго (см. § 52). На проекщи Бонна глав- 
ный масштабъ сохраняется тоже по вс*мъ параллелямъ и по 
среднему мерид1ану, но зато вообще на каргЬ уклонетя част- 
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ныхъ масштабовъ отъ главнаго сравнительно меньше, ч^мъ въ 
проекц1яхъ простой конической и синусоидальной. 

Для построетя параллелей напроекцш Бонна чертятъ си- 
стему дуть концентрическихъ окружностей такъ,какъ въ простой 
конической проекцш, принявъ за рад1усъ для средней параллели 
страны длину касательной къ мерид1ану отъ точки касан1я до 
встречи съ продолженною осью земного сфероида. СреднШ ме- 

ридаанъ представляетъ пря- 
мую, проведенную черезъ 
центръ всЁхъ параллелей и 
пересЬкающую ихъ поэтому 
подъ прямыми углами. Зат*мъ 
на каждой параллели, начи- 
ная отъ средняго мерищана, 
откладываютъ длины соотвЬт- 
ствующихъ дугъ параллелей 
въ главномъ масштаб* по 
правиламъ, объясненнымъ въ 
описанш проекщи Вернера 
(см. § 51). Вс'Ь проч1е мери- 
Д1аны получаются проведе- 
Н1емъ непрерывныхъ кривыхъ черезъ соотв'Ётствуюпця точки 
параллелей, какъ показано на черт. 69, изображающемъ въ 
проекщи Бонна всю земную поверхность для средней точки 
съ широтою <р^ = 55°. 

Основашя и высоты всЬхъ трапецШ на проекцш равны 
основан1ямъ и высотамъ соотв*тствующихъ трапецШ на зем- 
ной поверхности (уменьшенныхъ въ главномъ масштаб'Ь), и по- 
тому он1Ь равновелики. Безконечно-малые кружки и квадратики 
земной поверхности изображаются на проекцш кружками и 
квадратиками только вдоль средняго мерид1ана и вдоль средней 
параллели; во всЪхъ прочихъ м^стахъ проекцш они изобра- 
жаются равновеликими эллипсами и параллелограммами, боль- 
т1я оси и Д1агонали которыхъ располагаются въ сЬверо-восточ- 
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ныхъ И юго-западныхъ частяхъ въ направленш съ сЬверо-за- 
пада на юго-востокъ, а въ сЁверо-западныхъ и юго-восточныхъ 
частяхъ, наоборотъ, съ сЬверо-востока на юго-западъ. Иска- 
жешя увеличиваются по м'Ёр'Ь удален1я отъ средняго меридаана 
и огь средней параллели. 

При крупномъ масштаб* проекщю строятъ по точкамъ, при 
чемъ для нея весьма легко принимать въ разсчетъ сжат1е зем- 
ного сфероида. 

Пусть ОМ (черт. 70) изображаетъ радхусъ р^ средней 
параллели, вычисляемый, какъ длина касатель- 
ной, по формул*: 

Ро = Ро (^о1д ?о (343) 

гд* 9о~ Данная широта средней параллели, а 
^0— длина нормали для широты 9о- Центръ О 
средней параллели у1/^^ остается центромъ и всЁхъ 
прочихъ параллелей. Радаусъ р любой параллели 
АВ съ широтою 9 определяется формулою: 

Р = Ро - 5 (344) 

гд* 5 — длина дуги мерид1ана между параллелями съ широтами 
ср и ср^, которую берутъ прямо изъ таблицъ. 

Пусть кривая РВN изображаетъ часть мерид1ана съ дол- 
готою X, считаемою огь средняго прямолинейнагомеридаана РМ, 
Найдемъ прямоугольный координаты х ж г/ точки В съ ши- 
ротою ф и долготою X, причемъ за начало координатъ примемъ 
точку О— общи центръ вс*хъ параллелей, и направимъ ось 
у-овъ по среднему меридаану ВМ. Такъ какъ длина дуги АВ 
на проекцш равна длин* соответствующей дуги параллели на 
сфероид*, то, обозначивъ уголъ АО В черезъ 8, имеемъ: 

рЬ = Хр С08 ^ 

гд* ^^— длина нормали на широт* ср; отсюда: 

Хрсоз ср 




^1врт. 70. 



О = 



(345) 
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и затЬмъ: ж = р 8ш 8 

(346) 

у = р С08 О 

ВсЬ эти формулы вполерЬ р*шаютъ задачу о построен1и 
проеквди Бонна; изъ нихъ формулу (343) надо вычислить 
одаажды по данной широт* ^о? формулу (344) надо вычислить 
для всЬхъ параллелей, а (345) и (346)— для всЬхъ точекъ 
перес'Ьчен1я меридаановъ и параллелей, но, конечно, лишь для 
точекъ, лежащихъ по одну сторону отъ средняго меридаана, 
наприм'Ьръ къ востоку; для точекъ, лежащихъ къ западу, дол- 
готы X будутъ отрицательны, и соответственно этому углы 8 
и абсциссы X будутъ тоже отрицательны. 

Зам'Ьтимъ, что въ действительности удобнее вычислять не 
ординаты у (отрезки 0^\ а разности ординатъ отдельныхъ 
точекъ на каждой параллели, причемъ ордината точки пересЬ- 
чен1Я параллели со среднимъ меридханомъ равна р и определяется 
по формуле (344); эти новыя ординаты г/' вычисляются по 
формуле: г/'= р — рсозЬ или 

У = 2р згп' I (347) 



Для изследован1я искажешй на проекцш примемъ Землю 
за шаръ; въ такомъ случае формулы (343)— (345) предста- 
вятся въ виде: 

р,= Е со1д 9о (343*) 

р = р, - В (ср - сро) (344*) 

3 = \А^ (345*) 

Признакомъ искажен1я является неперпендикулярность ме- 
рид1ановъ и параллелей на проеквди. На чертеже 70 точка В 
лежитъ къ северу отъ средней параллели М^ и къ востоку 
отъ средняго мерид1ана РМ\ въ этой точке северо-восточный 
уголъ между мерид1аномъ и параллелью тупой; пусть превы- 
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шен1е его надъ 90° равно е. Уголъ е, очевидно, представляетъ 
уголъ, составляемый радаусомъ ВО параллели съ касательною 
ВС къ меридааяу РВN въ точк* В. 

Продолжимъ радаусъ ОВ на безконечно-малую величину 
ВЬ = €1р и возставимъ къ нему перпендикуляръ Ьс] часть Вс 
дуги меридаана на проекцш можно считать прямою— продолже- 
шемъ касательной СВ^ и уголъ сВд = г. Соединимъ точки 
с п 0; уголъ ВОс = ЛЬ выразитъ приращете угла 8 при 
передвижеши по мерид1ану къ югу на безконечно-малую дугу 
Вс, Изъ прямоугольнаго треугольника ВЬс им-Ьемъ: 

^ Ьс (р -ь с1р) с1Ь 

Отбрасывая безконечно-малый членъ второго порядка и за- 
мечая, что по формул* (344*) й?р = — Ес^^^у получаемъ: 

аь 



но изъ (345*) 
сл'Ьдовательно: 




, (Бсовср- 


-Р 

Е 

— ( 
Р 


зт <р) 




1д е 


= X (вгп <р — 


Ю8 (р) 



(348) 

Вторая часть этого равенства состоять изъ двухъ множи- 
телей, и потому уголъ 6 равенъ нулю, если одинъ изъ множи- 
телей равенъ нулю. Такимъ образомъ искажен1я не существуетъ, 
во-первыхъ, при \ — л 

т. е. вдоль всего средняго меридхана. Приравнивая второй мно- 
житель нулю, заменяя р его величиною изъ (344*), и поль- 
зуясь (343*), получаемъ уравнеше: 

со{д <р — со1д (р^, = ср^ — ^ 

возможное лишь при 

9 = ?о 
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такъ что, во-вторыхъ, искаженй н'Ьтъ вдоль всей средней па- 
раллели. 

Во вс^Ьхъ прочихъ точкахъ проекщи уголъ е не равенъ 
нулю, и при томъ сЬверн^е средней параллели, т. е. для то- 
чекъ съ 9 > ^0? выходить е > О, а южн*е средней парал- 
лели, т. е. для точекъ съ <р <<р^у е< 0. Разсмотримъ ближе 
изм'Ёнен1я угла е вдоль параллелей и вдоль меридхановъ. 

Для каждой данной широты ^ второй множитель правой 
части уравнешя (348) — величина постоянная, и потому на каж- 
дой параллели 5толъ е возрастаетъ съ увеличенхемъ долготы X 
къ востоку или къ западу отъ средняго меридаана и достигаетъ 
наибольшаго значен1я на крайнихъ меридханахъ. 

Посмотримъ теперь, какъ изменяется уголъ е на каждомъ 
мерид1ан'Ь. Формула (348) показываетъ, что при ср = =^ 90 



р 



1д г = ± X 

Сравнивая это выражеше съ формулою (342), мы видимъ, что 
у полюсовъ углы е имеютъ на проеквди Бонна т* же значешя, 
какъ на проеквди Сансона, и крайте мерид1аны Х==ь180° 
(или =»17с) сходятся всегда подъ одинаковыми углами 144° 41', 
независимо отъ выбора средней параллели (^о). Однако, зна- 
ченья в на полюсахъ не суть наибольш1я; приравнивая нулю 
производную выражен1я (348) по переменной <р, получимъ 
трансцендентное уравнен1е: 

Корни этого уравнен1я даютъ пшроту ^^ той параллели, на 
которой для каждой данной широты ср^ средней параллели по- 
лучается наибольшее искаженхе. Эти корни вычисляются по- 
следовательными приближеньями и интерполировашемъ, но такъ 
какъ р > 22, то широта ^1 всегда отрицательна. 

Наибольшая отрицательная величина угла е (е ^ получается 
подстановкою выражешя (349) въ уравнеше (348); припоми- 
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ная, что вообще 
им^емъ 
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8гп (р =1 1д (р С08 Ф 



^дг, = —Х^Ш^, 



К 



(350) 



Въ следующей таблиц* приведены широты ^1; величины 
численно наибольшихъ угловъ е, и соотв'Ьтствующхе масштабы т, 
вычисленные по формуламъ (349)— (351), на проекцш Бонна 
при разныхъ широтахъ 9о средней параллели черезъ 15°. 



?0 



90° 
76 
60 
45 
30 
15 
О 



?1 



• бу 1б 

бу 49 

б9 25 

-72 $2 

-79 5 
- 90 о 



■73° 20' 
73 20 

■75 18 
73 II 
72 ЗВ 
72 з8 

- 72 21 



т 



3-487 
3-487 
3.480 

3-457 
3-414 
^350 
3-298 



ЗамсЁтимъ, что при ср^ = 90'' и 9о = ^ проекщя Бонна 
обращается соответственно въ проекщи Вернера и Сансона. 

Итакъ утолъ г на каждомъ меридаанЬ имЬетъ у сЬвернаго 
полюса наибольшую величину #^ е = X и непрерывно умень- 
шается до средней параллели съ широтою сро? г;гЬ е = 0; да- 
л^е къ юг)^ уголъ е продолжаетъ уменьшаться, делаясь отри- 
цательнымъ, и достигаетъ наибольшей отрицательной величины 
(350) подъ некоторою широтою (въ южномъ полушарш), опре- 
деляемою уравнетемъ (349); поел* этого уголъ е численно 
уменьшается и на южномъ полюс* прхобр^таетъ то же значеше 
{1;д г= — X), какъ на сЬверномъ, но съ обратнымъ знакомъ. 

Въ следующей таблиц* приведены значенгя угла е для раз- 
ныхъ точекъ, черезъ 15° по широт* и 30° по долгот* на 
проекщи Бонна, вычисленной для средней широты ^о = 55°. 
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4-90° 
н-75 
н-бО 
Ч-46 

-4-30 

Ч-15 
О 
—15 
-30 
—45 
-60 
-75 
—90 



30° 



-1-27° 3 8' 
ч- 6 5о 

-Ь I 31 

— 3 2 

— 7 49 

— 12 45 
-17 30 

-21 44 
-25 9 
—27 33 
—28 49 

—28 52 

-27 38 



60° 



90° 



-|-4б°19' 
-ыз 29 
Н- 3 I 
-6 3 

— 1$ 20 
—24 20 
—32 15 

-38 34 

—43 12 

—46 13 
—47 44 
—47 48 
— 4б 19 



1-57^31' 
Н19 4б 
н 4 31 
-92 

-22 22 

-34 9 
-43 25 
-50 6 

-54 37 
-57 25 
-58 47 
-58 51 
-57 31 



120° 



-|-б4°29' 
-Н25 37 
-ь 6 I 
— II 58 
-28 45 
—42 8 
—51 Зб 
-57 54 
— б1 5» 
~б4 24 
-б5 34 
-б5 37 
— б4 29 



150° 



+б9° 6' 
ч-зо 5б 
; -»- 7 30 
'—14 5» 
-34 27 
-48 31 
— 57 37 

— 63 21 



180° 



Ч-72°21' 

Н-35 43 

Н- 8 59 
-17 39 
—39 27 
-53 37 

— б2 9 
— б7 19 



—66 55 I — 70 27 



— б9 I 

—70 I 

—70 4 

— б9 6 



-72 17 

—73 9 
-73 II 
—72 21 



Выше было уже сказано, что величина угла е служить 
м-Ьрою искажен1й на проекщи. Действительно, изъ чертежа 70 
видно, что масштабъ т по мерид1анамъ выражается формулою: 

т = вес г (351) >, 

масштабы же по параллелямъ и площадей по самой сущности 
проекцш равны единиц'Ё. Наибольшее искажете угловъ опреде- 
ляется по формул* (28), въ которой надо принять 6 = 90° =*= е: 



(О 



^9 2 = ^2*9^ 



(352) 



Не приводя численныхъ величинъ масштаба т и угловъ со 
для разныхъ точекъ проекцш, который каждый легко можетъ 
вычислить по формуламъ (351) и (352), напомнимъ лишь, что 
въ табличке на стр. 331 приведены наибольшхе масштабы ш для 
разныхъ случаевъ проекщи Бонна. 

Любопытнее ближе изследовать видь меридгановъ, изобра- 
женныхъ на чертеже 69, представляющемъ частный случай 
проекцш Бонна при ^о = 55°. Мерид1аны изображаются вообще 
трансцендентными кривыми; проследимъ, подъ какимъ угломъ ф 
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пересЬкаютъ средн1й прямолинейный меридаанъ РМ (черт. 70) 
касательный къ меридаану въ любой точк* проекцш. Изъ тре- 
угольника СОВ видно, что 

(1^ = й -ь е (353) 

Уголъ ф = О, т. е. касательная къ меридаану на проекцш 
параллельна среднему меридаану при 

е = — 8 

Зам'Ьнивъ въ формул* (348) второй членъ правой части 
выражешемъ (345*), получаемъ, что ф = О, когда 

\8гп^ = Ь — {дЬ (354) 

Такъ какъ всегда 8 < /^ 8, то 9 < О, т. е. на каждомъ 
мерид1ан*, именно въ южномъ полушар1И5 существуегь точка, 
гд* касательная къ мерид1ану параллельна среднему мерид1ану. 
Широта такой точки получается изъ трансцендентнаго урав- 
нен1я (354), при чемъ для малыхъ долготъ Х, когда и уголъ 8 
малъ, эта точка лежитъ почти на экватор*; съ увеличе- 
шемъ долготы X такая точка спускается къ югу. Для част- 
наго случая проекщи чертежа 69, т. е. при ^о = 55°^ каса- 
тельная къ крайнему мерид1ану Х = 7г (или 180°) параллельна 
среднему мерид1ану въ точк* съ широтою ср= — 30° 39'; 
тамъ 8 = ч- 70° 33' и 8 = - 70° 33'. 

Для бол'Ье с*верныхъ точекъ уголъ ф > О, а для бол*е 
южныхъ ф < О, такъ что, вообще, криволинейные мерид1аны 
обращены къ среднему прямолинейному своею вогнутостью. Это 
справедливо, однако, только до изв'Ьстныхъ пред'Ьльныхъ долготъ 
X; бол'Ье удаленные мерид1аны им'Ьютъ точку перегиба, какъ 
видно на чертеж* 69, но изсл'Ьдовате положешя такихъ то- 
чекъ представляетъ больш1я трудности. Ограничимся лишь разы- 
скан1емъ точки, гд* касательная къ любому мерид1ану пер- 
пендикулярна къ среднему, т. е. точки, для которой ф = 90°. 
Въ этомъ случа* формула (353) даетъ: 

1д г =^ со1д 8 



334 



РАВН0ВЕЛИК1Я ПР0БКЦ1И. 



УШ. 



Подставивъ это вьфажеше въ формулу (348) и пользуясь 
(345*), получимъ: 

X вш ср = о -н со1д о (355) 

Такъ какъ при малыхъ долготахъ X уголъ 8 тоже малъ, 
а Шд Ь великъ, то на меридганахъ съ малыми долготами н'бтъ 
точекъ, гд* ф = 90°; таш точки возможны только на мери- 
Д1анахъ съ большими долготами, и при томъ на н^кото- 
ромъ мерищан* одна (съ точкою перегиба), а потомъ по 
дв* и всегда лишь въ сЁверномъ полушарш (если ^о > ^)- 
Для проекщи Бонна, вычисленной при ^р^ = 55° и изобра- 
женной на чертеж1Ь 69, меридханъ съ долготою Х = 1г (или 
180°) имЬетъ касательную, перпендикулярную къ среднему 
мерид1ану (ф=90°) въ двухъ точкахъ: ср = 89°23' (гд* 
8 = 19° 40' ие = 70°20')и9 = 25° 54' (гд* 8 = 134° 2' 
и г = —44° 2'). 

Для желающихъ ближе познакомиться съ видомъ мерищановъ 
на черт. 69 приводимъ таблицы угловъ о и ф для разныхъ 
точекъ проекщи Бонна (при сро = 55°), сл'Ьдующихъ черезъ 
15° но широт* и 30° по долгот*. 

Углы 8, формула (345). 



0° ' 30° 



60° 



90° 



120° 



150° 



180° 



-4-90° 
75 
60 
45 
30 

Ч-15 

о 

-Ш 
30 
45 
60 
75 

-90 



о о' 

22 7 
24 28 
24 15 
22 52 
20 43 

18 4 
15 5 
II 54 
8 40 
5 32 
2 57 
о о 



о" о' 

44 14 
48 57 
48 30 

45 43 
41 27 
Зб 9 
30 9 
23 48 

17 21 

II 5 

5 14 

О о 



о" о' 

66 20 

73 25 
72 45 
68 35 

б2 10 

54 13 
45 14 
35 42 

2б I 

16 37 
7 51 
о о 



о° о' 
88 27 
97 53 
97 о 
91 2б 
82 53 
72 17 
6о 19 
47 35 
34 42 

22 Ю 

10 28 
О О 



О" О' 

ПО 34 

122 22 

121 15 

114 18 

103 37 

90 21 

75 23 
59 29 
43 22 
27 42 

13 5 
о о 



о" о' 

132 41 

14б 50 
145 31 

137 9 

124 20 
108 25 

90 28 

71 23 

52 3 
33 »5 

15 41 

о о 
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Углы ф, формула (353), 



? 



30° 



60° 



90° 



120° 



160° 



180° 



4-90^ 
75 
60 
45 
30 

Ч-16 
О 

-15 
30 
45 
60 
75 

-90 



4-27° з8' 
-4-28 57 

-1-25 

-4-21 

-*- 7 

-4- О 

- 6 

-ч 

-18 53 
—23 17 

— 2б 15 

-27 з8 



59 
Ч 

58 
34 

39 

15 



-4-4б°19' 
-Ь57 43 
н-51 5» 

-4-42 27 
Н-30 23 

Ч-17 7 

-^- 3 54 

1- 8 25 

1--19 М 
-28 52 
-Зб 39 
-42 34 
4б 19 



-57°31' 



-4-86 6 
-4-77 5б 
Н-6з 43 
-4-46 13 

Ч-28 I 

-4-10 48 

— 4 52 

-18 55 



- б4''29'' 
-114 4 
-105 54 

- 85 2 

- б2 41 

- 40 45 

• 20 41 

- 2 25 
■ М 23 



— 31 24 I— 29 42 
—42 10 I— 43 24 
-51 0-55 9 
-57 31 - б4 29 



-н 69^^ 6' 

-4-141 30 

-Н129 52 

-Нюб 24 

-4- 79 51 

-Н 55 6 
-ь 32 44 

-4- 12 2 

— 7 2б 

— 25 39 

— 42 19 

— 5б 59 

— б9 6 



- 72°21' 
-1б8 24 
-155 49 

-127 52 

- 97 42 

- 70 43 

- 4б 1б 

- 23 9 

- о 5б 

- 20 14 

- 39 54 

- 57 30 

- 72 21 



Веб приведенныя выше формулы и разсужден1Я относятся 
къ изобралсенш на проекщн Бонна всей земной поверхности; 
если изображаютъ отдельную небольшую страну, то обпця фор- 
мулы могутъ быть преобразованы въ бол'Ье простыя и бол'Ье 
удобныя для вычислешй. 

Займемся прежде всего преобразованхемъ двучленной фор- 
мулы (348) для вычислен1я угла е. Если назвать разность 
между широтою ср произвольной точки и широтою (ро средней 
параллели черезъ Д<р, то 

? = ?о -ь Д? 
и формула (344*) при помощи (343*) представится въ вид*: 

р = Б {соЬд сро — Д?) 
Ограничиваясь членами второго порядка малости величины 
Д^, можно считать 



81п ср = 8гп 9о 



С08 ср = С08 9( 



(>-^)- 



8гп ^^ Дер 
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Подставляя вс* эти выражешя въ формулу (348), полу- 
чимъ поел* простыхъ приведеюй съ тою же точностью сле- 
дующую: 

/^ е = X . Аср . С05 сро (356) 

Эта формула непосредственно указываетъ, что искажетя 
на проекщи Бонна зависятъ отъ трехъ величины 1) удалешя 
точки отъ средняго меридхана (долготы X), 2) удалешя точки 
отъ средней параллели (величины Аср) и 3) широты избран- 
ной средней параллели («Ро). 

Уголъ г = О на среднемъ меридхан'Ь, гд* X = О, и на 
средней параллели, гд* Аср = 0. Искажен1я возрастаютъ съ 
удалешемъ отъ средняго меридаана и отъ средней параллели, 
при чемъ въ точкахъ, лежащихъ сЁвернЬе средней параллели, 
углы е положительны, а въ точкахъ, лежащихъ южнЬе,— от- 
рицательны. 

При изображеши небольшихъ странъ, когда X и Дер неве- 
лики, углы 5 тоже незначительны. Наприм'Ёръ, для карты Фран- 
щи въ проекщи Бонна (% = 45°) крайн1я точки им^ють 
X = 6° и Д^р = 3°, такъ что углы е не превосходятъ 1*= 0° 13'; 
для карты Европейской Россш въ проекщи Бонна (^о = 55°) 
крайюя точки им'Ьютъ X = 20° и Дер = 12°, такъ что и тугь 
для такой обширной страны углы е не превосходятъ 11= 2° 24'. 

Формула (356) при определенной величин* угла е напо- 
минаетъ уравнен1е гиперболы, отнесенное къ ея асимптотамъ 
{ху = С); поэтому изоколы на проекщи Бонна им'Ьютъ видъ 
ветвей гиперболы (см. черт. 73). 

При малыхъ углахъ е получается очень простое выражеше 
для угловъ ф; именно, если въ формул* (353) заменить углы 
й и в ихъ выражен1ями (345*) и (348), при чемъ въ посл^Ёд- 
немъ положить ^д г = г^ то получится: 

ф = X 8гп ср (357) 

Такъ какъ для кажд^аго даннаго меридаана долгота X— ве- 
личина постоянная, то при ср = 90°, т. е. на сЬверномъ полюсЬ, 
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уголъ ф им-Ьеть наибольшее значете и загЬмъ непрерывно умень- 
]иается; на экватор*, гд* <р = О, уголъ ф = О, а далЬе делается 
отрицательнымъ, и на южномъ полюс*, гд* ср = — 90®, Ф = — ^. 
Следовательно, при небольшихъ долготахъ X всЬ меридааны пред- 
ставляютъ кривыя, обращенныя къ среднему прямолинейному ме- 
рид1ану своею вогнутостью. ДалЬе, такъ какъ въ выраженье (357) 
вовсе не входить широта сро средней параллели, то видъ мери- 
д1ановъ совсЬмъ не зависитъ отъ выбора средней параллели, 
а только отъ долготы X. Наприм'Ьръ, на двухъ проекщяхъ Бонна 
съ разными средними параллелями радаусы параллелей одной 
и той же широты представляются кругами различныхъ рад1у- 
совъ, а мерид1аны т*хъ же долготъ — одинаковыми кривыми 
(синусоидами). Такимъ образомъ мерид1аны малыхъ долготъ X 
на чертежахъ 67 и 69 суть одинаковый кривыя. 

При ср = О уголъ ф = О, т. е. касательный ко всЁмъ ме- 
рид1анамъ на экватор* параллельны среднему мерид1ану и при 
томъ независимо отъ выбора средней параллели. 

При 9 = ?о уголъ е = О, и потому ф = 8^ т. е. касатель- 
ный къ мерид1анамъ у средней параллели проходить черезъ 
обпцй центръ всЁхъ параллелей и сливаются съ радаусами сред- 
ней параллели. При ? > сро уголъ е > О, т. е. касательный къ 
мерид1анамъ пересЬкаютъ средн1й прямолинейный мерид1анъ 
между параллелями и ихъ центромъ, а при у < ^о уголъ е < О, 
т. е. касательный къ мерищанамъ пересЬкаютъ среднШ мери- 
Д1анъ вн* общаго центра всЬхъ параллелей. 

54. И8СЛ%дован1е юкажешй. Нельзя сказать, чтобы иска- 
жен1я на проекцш Бонна были меньше, ч'Ёмъ на друтихъ; 
однако, именно, эта проекщя получила самое широкое распро- 
странеше, и въ большинств* существующихъ географическихъ 
атласовъ Европа, Аз1Я и Северная Америка изображены въ 
проекщи Бонна. Въ этой же проекщи составлена напт трех- 
верстная (3 версты въ 1 дюйм*) Военно-Топографическая Карта 
Европейской Росс1И, непрерывно издающаяся съ 1847 года и 

в. ВнтковемЙ.— Картограф1а. ^ 
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представляющая самую распространенную у насъ карту. По- 
этому нельзя не остановиться на ней дольше, ч*мъ на другихъ, 
и не привести зд'Ёсь бол^^е подробнаго изсл'бдовашя искажешй. 
1) Искажение азимутов». Возьмемъ на поверхности Земли 
прямоугольный треугольникъ ТП7 (черт. 71), образованный 
дугою ТП, соединяющею дв* очень близшя точки Т и П, 
меридааномъ ТР точки Т и параллелью Ш точки П. Пусть 
соотв*тствуюпцй треугольникъ на проекщи будетъ ^ри. Про- 
ведемъ черезъ / прямую ^^, перпендику- 
лярную къ ]т (т. е. направлете радауса 
параллели ри). По условш проекщи Бонна 
ри = РПу ^д = ТР^ и согласно преж- 
нему обозначенш ^р^^ = г, Назовемъ 
азимутъ дуги ТП на поверхности Земли, 
т. е. уголъ РТТ!^ черезъ а, а соотв*тствуюпцй ему азимутъ 
рЫ на проекщи черезъ А, Изъ чертежа им'Ьемъ: 

Съ другой стороны, какъ изв'Ьстно изъ Тригонометрш: 

1д А — 1д г 
^ "^ ^ \ -\- Ьд А1д г 

Сравнивая эти два выражетя, получаемъ: 

1а А — 1а г 

, ^ , — 7-7 — =1да — 1дг 
\ -\- 1д А1д г ^ ^ 

И р*шая ЭТО уравнеше относительно ^д А: 

. . 1д а С08^ г 

(д А = . у — ; 358) 

•^ 1 — 1д а 8г?1 г соз г ' 

По этой формул* не трудно вычислить азимутъ А на 
проекщи по данному азимуту а на поверхности Земли и углу 
6, определяемому формулою (356). Такъ какъ при изображе- 
нш отдельной страны углы г незначительны, то формулу (358) 
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можно преобразовать въ бол*е простую, позволяющую вычи- 
слять непосредственно разность А— а, т. е. жкажете ази- 
мута на проеБЦ1и Бонна. 

Подставивъ въ известную формулу: 

{д А — {д а 



19 и - а) 



I -л-1д ЛЬд л 



ВМЕСТО ^д А его выражеюе (358), разложивъ 8%п г и сове 
въ ряды и ограничиваясь малыми членами второго порядка ве- 
личины е, получимъ поел* простыхъ преобразовашй: 

А — а = г 8гп^ а — ^ 8^ згп 2а С08^ а (359) 

Эта формула показываётъ, что А — а = 0, т. е. азимуты 
не искажаются тамъ, гд* 8 = 0, именно, вдоль средняго мери- 
Д1ана и вдоль средней параллели; искажешя возрастаютъ съ 
увеличешемъ е, т. е. съ удален1емъ отъ средняго меридаана 
и огь средней параллели, и достигаютъ наибольшей величины 
въ углахъ проекщи. Въ каждой точк* проекщи азимутъ не иска- 
жается при а = 0° и а = 180°, т. е. по меридхану, и искажеше 
достигаетъ наибольшей величины при а = 90° и а = 270°, 
т. е. по параллелямъ, когда разность А — а = 8. 

2) Искажеиге угловъ. Каждый горизонтальный уголъ 
представляетъ разность двухъ азимутовъ. Пусть на поверх- 
ности Земли данъ уголъ т = а — р, гд* а и р — азимуты его 
сторонъ; соотв^тствуюпцй уголъ на проекщи пусть будетъ 
С = А — В. Формула (359), ограничиваясь членомъ съ е 
въ первой степени, даетъ: 

Б = Э ч- 8 5Ш^ р 
откуда поел* вычитан1я 
С = 1 -^ г {згп' я — вгп' ^) = -^ -^ г в'т (я — ^3) згп (а ч- ^) 

22* 
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Называя для краткости ^^ = а^^ получаемъ окончательно: 
С — -^ =:^ г згп^ 8гп 2а^ (360) 

Итакъ, искажете угловъ на проекщи Бонна возрастаетъ 
съ увеличешемъ е, съ увеличешемъ самаго угла ц отъ 0° до 
90° и съ увеличешемъ средняго азимута а^ отъ 0° до 45°. 
Углы не искажаются вдоль средняго мерид1ана и вдоль средней 
параллели, гдЬ 8 = 0; кром* того не искажаются вообще утлы, 
стороны которыхъ расположены симметрично относительно ме- 
рид1ана, для которыхъ а^ = 0. 

3) Искажете литй. Изъ чертежа 71 им'Ёемъ: 

Л8 = ^^. вес (А — е) 

€1а = ТР . 860 а 

Называя отношете (18 : й?а черезъ с и припоминая, что по 
свойствамъ проекщи Бонна ^^ = ТР, получаемъ: 

со8а 

с — 

С08 {А — е) 

Подставляя въ знаменателя вместо А его выражеше изъ 
формулы (359), им*емъ: 

С08 {А — е) = С08 I а -ь е 81П^ а — х- е' 8гп 2а со8^ а — ^ ) = 

= С08 I а — е со8^ а -ь ^ е^ 8гп 2а С08^ °^( ) = 

= сое а ( 1 — -^г^ С08* а\ч-8гпа{г С08^ а ч- ^ е^ 8т 2а С08^ а \ = 

= сое а 1 1 ч- - 8 8Ш 2а — ^ е^ С08* а -ь - е* 8гп^ 2а ) 
Такимъ образомъ 

с = ( 1 н- 1-^ г 8гп 2а — -г^ С08* а -ь - е' згп^ 2а[ | 
И развернувъ по биному Ньютона, ограничиваясь членами съ е*, 
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получаенъ: 



V 



С = 1 — ^ е вш 2а -ь я 8* 



С08* а 



(361) 



Итакъ^ значеше масштаба въ разныхъ точкахъ проекцш 
зависитъ отъ величины все того же угла г и азимута напра- 
влешя. Ограничиваясь членомъ съ е въ первой степени, ви- 
димъ, что наибольш1я искажен1я литй являются при азимутахъ 
45°, 135°, 225° и 315°. При азимутахъ а = 0° и 180° 
формула (361) даетъ: 

с = 1 н- -^ е' = 5ес е 



а при а = 90° и 270° 



с = 1 



что вполн* согласно съ формулою (351). 

4) Еанесенге второклассиыхъ точекь. Отд*льныя астро- 
номичесш и первоБлассныя тригонометричесш точки нано- 
сятся на картографическую с*тку непосредственно по своимъ 
широтамъ и долготамъ; такъ называе- 
мый второклассный и особенно точки 
полигонометрическихъ работъ опредЬ- 
ляются лишь направлен1ями на нихъ и 
разстояшями до первоклассныхъ. Нанесе- 
те ихъ на картографическую сЬтку сопря- 
жено съ известными трудностями, упро- 
щающимися именно на проекщи Бонна. 

Положимъ, что на проекщи нане- 
сены уже первоклассный точки Т е II 
(черт. 72) по своимъ географическимъ 
координатамъ, и требуется нанести точку ^, заданную угломъ 
11Т^==С Е разстояшемъ Т^ = 8. Черезъ точку Т легко про- 
вести прямую Т^, параллельную среднему прямолинейному мери- 
Д1ану, потому что такая прямая параллельна восточной и запад- 
ной рамкамъ листа карты. Вообразимъ въ точк^ Т направлен1е 
мерищана ТР^ образующее съ прямою Т^ уголъ РТ^ = ^. 




Черт. 72. 
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Этотъ уголъ^ равно какъ и углы 8 и е, известны для вс*хъ 
точекъ пересЬчешй меридаановъ и параллелей и потому при 
помощи интерполирован1я могутъ быть опред'Ьлены и для дан- 
ной точки Т\ кром* того въ точк^Ь Т изв'Ёстенъ азимутъ на- 
правлен1я ТЛ^ т. е. уголъ РТП = А, такъ что по формул* 
(359), ограничиваясь членомъ съ е въ первой степени, им*емъ: 

гд* а— данный азимутъ на сфероид-Ь. 

Непосредственно изъ чертежа, называя уголъ ^Т^ черезъ а, 

имъемъ. ^ /^ I ' 

а = Л ч- С — ср 

поэтому, пользуясь формулами (х) и (353), получаемъ: 

а = а — 8 — е С05' а (362) 

и по формул1& (361) ^^яиъ ограничиваясь членомъ съ е: 

8 г= 0(1 —^гзгп 2а^ (363) 

гд* а— разстоянхе между точками 1^ и / на сфероид*. Фор- 
мулы (362) и (363) рЬшаютъ вопросъ, такъ какъ аж 8 пред- 
ставляютъ полярныя координаты точки ^ на проекцш въ функщи 
данныхъ полярныхъ координатъ а и а на сфероид*. 

Если предпочитаютъ координаты прямоугольный, то вместо 
формулъ (362) и (363) можно пользоваться следующими: 

X = 8 . згпа 

(364) 

у = 8 , С08 а ^ ' 

легко вычисляемыми по даннымъ а е 8. 

55. Числовой пршЪръ. Вычислить сЬтку проекщи Бонна 
съ мерид1анами и параллелями черезъ 5° по широт* и долгот* 
для карты Европейской Россш между широтами 40° и 70*^ и долго- 
тами =Р 25° отъ средаяго меридаана въ масштаб* 1 : 4 200 000 
или 100 верстъ въ одномъ англШскомъ дюйм*. 

Принимая сро=55'^, им*емъ по формул* (343) р^=2 098 038 
сажени. Дал*е изъ таблицъ въ конц* книги получаемъ ел*- 
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дуюпоя дуги 5 мерид1ана, считая отъ параллели ^о = 55°? а 
загЬмъ радхусы параллелей р по формул* (344) и углы 8 по 
формул* (345), принимая въ последней Х=5°; друпе углы 8 
на соотв-Ьтствующихъ параллеляхъ найдутся простымъ умно- 
жетемъ табличныхъ 8 на 2, 3, 4 и 5. 



? 



въ саженяхъ. 



въ саженяхъ. 



въ дюйнахъ 
на проекц1и. 



1(Г 

65 

60 

55 

50 

45 

40 



783 571 

522 194 

2бо 99^ 

о 
2бо 777 

521 ^25 

781 б41 



I ^14467 

I 575 844 

1 857 042 
2098038 
2358815 
2619 3^3 

2 879 б79 



26.290 
31.516 
36.741 
41.960 

47-175 
52.387 
57-593 



3^4' 4" 

4 I 12 

4 4 43 

4 5 45 

4 4 53 

4 2 31 

3 58 54 



Съ этими данными по формуламъ (346) и (347) вычислены 
сл1эдующ1я значен1Я координатъ д; и у въ дюймахъ (для 
сравнен1я съ таблицею координатъ проекщи Гаусса на стр. 239). 



70*=* 

65 

60 

55 

50 

45 

40 



х=о° 



X =0000 
у' = 0.000 

X :^0.000 
у' = О.О0О 

X =0.000 
у' = 0.000 

X =о.ооо 

у' = 0.000 

X =0.000 
у' = 0.000 

X =о.ооо 

у' = 0.000 

X =о.ооо 
у' = о.ооо , 



1.789 

0.0б1 
2.209 

0.078 

2.613 

0.093 
2.997 

0.107 

3-358 

0.120 

3.693 
0.130 

3-999 
0.139 



10° 



3.569 

0.243 

4.408 

0-3 10 
5.213 

0.372 

5-978 
0.428 

6.698 
0.478 

7.367 

0.521 

7-979 
0-555 



15° 



20° 



5-332 
0.547 

6.585 
0.695 

7.787 
0.835 

8.930 
0.961 

10.005 

1.073 

11.004 

1.169 

11.921 
1.247 



7.071 
0.969 

8.729 

1.233 
10.321 

1-479 

11.835 
1.704 

13.261 
1.902 

14.587 

2.072 

15.804 

2.211 



25° 



8.778 
1.509 

10.831 

1.919 

12.803 

2.303 

14.680 
2.652 

16.449 
2.961 

18.097 

3-225 
19.6X1 

3-442 
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Въ нижеследующей таблиц* приведены значен1Я угловъ е, 
вычисленныя по формул'Ь (348) для разныхъ точевъ проекщи^ 
при чемъ эта же таблица даетъ и наибольш1я искажешя 
угловъ О), такъ какъ по малости величинъ е формула (352) 
обращается въ со = нь е. 



9 \ 


0° 


6° 


10^ 


16° 


20° 


25° 


70° 


0° 0' 


ч-о^48' 


-4-1° Зб' 


+ 2° 24' 


4-3° II' 


-4-3° 59' 


66 


о о 


-1-0 ^1 


Ч-1 1 


Ч-1 32 


-4-2 3 


■4-2 33 


60 





-1-0 15 


-1-0 30 


-4-0 45 


Ч-1 


-Н1 15 


65 





О 


о 








о 


60 





—0 15 


—0 30 


-о 45 


— I 


-1 15 


45 





—0 30 


— I I 


-I 31 


—2 2 


-2 32 


40 





—0 4б 


-I 32 


—2 18 


-3 4 


—3 50 



Наконецъ въ сл^^дующей таблиц* приведены наиболып1я 
отклотигя масштаба с отъ единицы, вы:численныя по фор- 
мул* (361), безъ квадратнаго члена, и при « = ±45°. 



10° 



15° 



20° 


25° 


:±. 0.028 


1^=0.035 


:±: 0.018 


I!: 0.022 


:!: 0.009 


::!: о.01 1 


0.000 


0.000 


:11 0.009 


11: 0.011 


И: 0.018 


11: 0.022 


:^ 0.027 


:1:о.озз 



70° 

65 

60 

55 

50 

45 

40 



0.000 
0000 

о.ооо 

0.000 

о.ооо 

0.000 
0.000 



: 0.007 
: 0.004 
:о.оо2 
о.ооо 
:о.оо2 
; 0.0О4 
: 0.007 



: 0.014 :!: 0021 
:о.оо9 I :!: 0.013 



:о.оо4 

0.000 

:о.оо4 
: 0.009 
: О.013 



Л10.007 

о.ооо 
"1: 0Ю07 
:^= 0.013 

1*10.020 



На чертеж* 73 изображена с*тка проекцш Бонна для 
Европейской Россш съ проведенными на ней изоколами (кри- 
выми, соединяющими точки съ равными углами е) черезъ 1° 
сплошными ЛИН1ЯМИ и дополнительною изоколою для 6 = 30' 
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пунктиромъ. Легко видеть, что на огромномъ пространств* 
центральной части проекщи искажен1я весьма незначительны. 
Этотъ же чертежъ наглядно показываетъ, что проекц1я 
Бонна особенно пригодна для странъ, границы которыхъ им'Ьютъ 
видъ изоколъ этой проекщи, т. е. квадратовъ съ вырезанными 
углами на сЬверо-восток*, сЬверо-запад*, юго-запад* и юго- 
восток*. Любопытно, что Франщя, для которой впервые была 
составлена карта въ проекщи 
Бонна, дЬйствительно им*етъ 
видъ квадрата съ вырезанными 
углами, но углы такого ква- 
драта направлены на сЬверъ, 
западъ, югъ и востокъ, такъ 
что именно для этой страны 
проекщя Бонна въ просгЬйшемъ 
вид* одна изъ мен*е пригодныхъ. 
Для нея следовало бы сперва 
вообразить косой конусъ, ось 
котораго составляетъ съ осью Земли известный уголъ, вычислить 
положеше вспомогательныхъ кривыхъ, соотв'Ьтствующихъ мери- 
даанамъ и параллелямъ, и загЬмъ уже применить проекщю 
Бонна къ такому косому конусу (см. § 42). Искажен1я въ 
углахъ карты оказались бы вдвое меньше. 

56. Проекщя Кошньона. Французсюй инженеръ Кол- 
линьонъ, ЖИВШ1Й одно время въ Росс1и и участвовавши въ 
постройк* С.-Петербурго-Варшавской желЬзной дороги, предло- 
жилъ весьма простую равновеликую проекщю для изображен1я 
отд'Ьльныхъ полушарШ Босточнаго и Западнаго (Допгпа! йе 
ГЕсо1е ро1у^ес11п^^ие, 41-е саЫег, 1865). На этой проекщи 
ВС* мерид1аны и параллели представляются прямыми, а общее 
очерташе полушар1я— квадратомъ, какъ видно изъ чертежа 74, 
изображающаго проекщю Коллиньона для одного полушар1я съ 
мерид1анами и параллелями, проведенными черезъ 15^. 



Черт. 73. 
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Если назвать половину даагонали квадрата буквою к^ то 
площадь квадрата равна 2^*; поверхность же полушар1я равна 
2тгД*, гд* В — рад1усъ земного шара въ принятомъ глав- 

номъ масштаб*. Чтобы пло- 
щадь квадрата была равна по- 
верхности полушар1я, должно 
быть: 

2А^ = 2тгД' 

откуда _ 

к = Е\/т. (365) 

Д1агонали квадрата пред- 
ставляютъ средни меридаанъ 
и экваторъ, при чемъ посл-Ьд- 
тй д'Ёлится на равный части^ 
наприм'Ьръ, при сЬтк* черезъ 
15° на 12 равныхъ частей, и 
точки д'Ьлетя соединяются 
съ противолежащими вершинами квадрата, изобра- 
полюсы; всЬ эти прямыя представить мерид1аны 




Черт. 74. 



прямыми 
жающими 

проекцш. Очевидно, что полученные треугольники съ вершинами 
въ Р и Р| , какъ им'^ющ1е равный основан1я и высоты, равновелики. 
Параллели, изображаемый прямыми, параллельными эква- 
тору, должны проводиться такъ, чтобы всЬ отдельный трапещи 
на проекщи удовлетворяли услов1ю сохранешя равенства пло- 
щадей. Такъ наприм*ръ, если прямая АВ (черт. 75) изобра- 
жаетъ параллель съ широтою ср, то площадь трапецш ЕАВ^ 
должна быть равна поверхности шарового полупояса отъ эква- 
тора до параллели съ указанною широтою. Назовемъ высоту Ос 
трапещи черезъ у\ основатя ея суть 2В\т. и 2{В]/т:—у)\ 
поэтому площадь трапещи равна: 

у{2В\^^ — у) = 2В\/^у — у' 
Поверхность шарового полупояса равна т:В^8гп% и по- 
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тому для вычислен1я у получается квадратное уравнеше: 



у^ — 2 22 Ут: у -н тс 22^ 5Ш (р = ^ 



откуда 



у = -В У^тг =ь Д 1/7С 1/1 — 2/ьп ^ 

Такъ какъ по существу построешя высота у всегда меньше 
к= К Утс, то зд-Ьсь надо принимать лишь нижшй знакъ корня, 
и поел* простого преобразовашя получаемы 

у = ЕУ^\\—8гп (45° — ^\ /г! 

Хотя вычислен1е этой формулы не представляетъ затрудне- 
на, однако Коллиньонъ далъ весьма простой геометрически 
способъ построен1я величинъ 
у^ а, следовательно, и всЬхъ 
параллелей на проекцш. Отло- 
жимъ отъ Р (черт. 75) по 
д1агоналиРР, отр^зокъ РС, 
равный половин* стороны Р^ 
квадрата, и, принявъ точку 
С за центръ, построимъ ра- 
Д1усомъ СР четверть круга 
Ра8. Ясно, что дуга Ра8 
будетъ именно четвертью ок- 
ружности, потому что уголъ 
ЕРС = ^Ь\ Если разде- 
лить дугу Р8 на равный 
части, наприм'Ьръ по 15°, то хорды, проведенный отъ^Р до 
соответствующихъ точекъ д^летя, равны разстоян1Ямъ отд^ль- 
ныхъ параллелей отъ полюса Р, такъ что точки д^летя ме- 
рид1ана РО получатся просто засЬчками. Действительно, пусть 
а — одна изъ точекъ д^летя съ д^тою 8а = ср; 




хорда Ра = 2РС . вгп 45 



(«°-|) 
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но по усдовш построешя 

сл^^довательно 

Ра = Рс = В ]/2^ вгп (45° — ^\ 
а потому 

Ос =Р0 — Рс = Е\/т:[1 — 81п (45° — -|^) 1/2! = у 

Такъ какъ абсциссы х точекъ проекц1и равны отр'Ьзвамъ 
сВ = Рс = РО—у = Е ]/т1; — у, умноженнымъ на отношешя 
долготы X къ|, то для построен1я проекцш по точкамъ им-Ьемъ 
ОБОнчательныя формулы: 

(Звв) 

у = В\/т(\\—вш (45° — -|-] 1/2! 

Уголь ф, образуемый любымъ мерид1аномъ со среднимъ, 
опре;(]^ется формулою: 



Е}/-к — 



У 



такъ что посл^^ подстановки величинъ х ^ у изъ формулъ 
(366) получаемъ: 

<^ ф = ^ (367) 



ТГ 



Теперь нетрудно найти выражен1я для масштабовъ т по 
мерид1анамъ и п по параллелямъ на проекцш: 

Ау вес ф ^х 
т = — т^ , п = 



Вс1^ В со8^ (IX 
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(368) 



6ъ сд'Ьдующей таблиц'Ь приведены числовыя величины 
ординатъ у (при Е = 1), угловъ ф и масштабовъ п и ш для 
разныхъ точекъ проекщи черезъ 15° по широт* и долгот*. 



? 



00° 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



У 



1.772 

1.445 

1.124 
0.8 13 

0-519 
0.247 

0000 



п 



Масштабы ш. 



Х=0° 15 



0.798 
о.8о5 
0.826 
о.8б4| 
0.921 
ьооб 

1.128 



1.253 
1.243 
1.211 
1.158 
1.085 

0-994 
0.886 



1.271 
1.2бО 
1.227 
1.174 
1.100 
1.0О8 
0.898 



30° 



45° 



1.321 

1.310' 

1.276 

1.221 
Ы44 

1.048 
0.934 



.401 

.389 

•353 
.295 

.214 
.112 

.991 



60° 



5 об 
493 
455 
392 
304 
195 
,065 



75° 



631 
617 

57б 
507 
413 
294 
54 



90° 



1772 

Ь757 
1.712 
1.638 

.1-535 
*1.4о6 

1.253 



Углы ^ = I о^ о' 9°28' I 18°2б' 2б°34' 



33°41' 39°48' 45°о' 



Наибольшее искажеше угловъ со можетъ быть определено 

по формул* (27), которая при помощи второго выражен1Я (14) 

даетъ: 

о> _ уш^ -н л^ — 2тп С08 ф 

2 



/^2 = 



Подставляя сюда значен1Я т^ п п ^ изъ (368) и (367), 
получаемъ поел* простыхъ преобразоватй: 



О) 



С08 ( 45° 



(9-2 = 



У2'к 



1)]/{.ес'(45°"-|)-|)Чх'(Зв9) 



Въ нижесл*дующей таблиц* приведены значеюя угла (о для 
разныхъ точекъ проекщи черезъ 15° по широт* и долгот*. 
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0^ 


15° 


30° 


45° 


60° 


75° 


90° 




90° 


25° 39' 


28° 8' 


34°21' 


42°21' 


50°53' 


59^21' 


67°23' 




76 


24 42 


27 14 


33 32 


41 37 


50 12 


58 41 


66 45 




60 


21 4б 


24 ?о 


3« 9 


39 27 


48 10 


5б 43 


б4 50 




45 


хб 45 


19 58 


27 17 


35 59 


44 53 


53 32 


б1 42 




30 


9 2? 


Ч 55 


22 28 


3» 39 


40 43 


49 22 


57 31 




15 


о 39 


9 30 


18 50 


27 5б 


Зб 41 


45 I 


52 52 







Ч 48 


1б 9 


21 38 


28 20 


35 25 


42 28 


49 21 





Изъ этой таблицы ввдно, что на меридханахъ съ малыми 
долготами углы о), начиная отъ полюса, сперва уменьшаются, 
достигаютъ на некоторой широгЁ наименьшаго значен1я и за- 
тЬмъ увеличиваются, такъ что на экватор* им'Ьютъ (относи- 
тельно) наибольшее значен1е; на мерид1анахъ же съ большими 
долготами углы о), начиная отъ полюса, непрерывно умень- 
шаются и на экватор* имЬютъ наименьшую величину. 

Широты, подъ которыми на каждомъ меридаан* уголъ ш 
им*етъ промежуточное наименьшее значете, можно получить, 
приравнявъ нулю первую производную выражен1Я (369) по 
переменной <р, считая, конечно, величину X постоянною. Именно, 
наименьшее значете угла «> оказывается для широты 9,, опре- 
д1>ляемой равенствомъ: 



сов 45° 



2 / ^>^тг"4р 



(370) 



Такъ какъ для угла ср возможны лишь значенхя отъ 0° до 
^45° — ^) возможны значен1я отъ ,^ до 



90°, то для С08 



\/2 



1, и потому вторая часть равенства (370) должна быть не 
меньше -^- , что для долготы X даепз предельное выражеше 
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1.»/16— ^2 иди 70^56'. Такимъ образомъ промежуточное на- 
именьшее значете угла (о на каждомъ мерид1ан* возможно 
только для мерид1ановъ съ долготами меньше 70° 56'; на ме- 
рид1анахъ съ большими долготами точка съ наименьшимъ угломъ 
О) лежитъ на экватор* *). 

Величина наименьшаго угла (о на каждомъ меридаан* по- 
лучается подстановкою значешя <Р1 изъ (370) въ формулу (369), 
что посл'Ь простыхъ преобразоватй даетъ: 



*9 



1=]/- 



-Н 4Х» — 1С 



21С 



(371) 



Въ следующей табличк* приведены широты ср^ и наимень- 
шая значен1Я угловъ (о для долготъ X отъ 0° до 60°, вычи- 
сленныя по формуламъ (370) и (371). 



I 



О) 



15° 



о о 



14° 50' 



30° 



45° 



12° о' ! 7° 58' 



9 30 18 41 



27 19 



60° 



3^24' 
35 1б 



Точки на среднемъ мерид1ан'Ь съ широтами ^ — ^\Ь^Ъ\^ 
суть единствепныя точки на проекщи, гд* «> = О, т. е. гд* 
вовсе н1Ьтъ угловыхъ искаженй. 

57. Проекщя Мольвейде. Изв'Ьстный германской матема- 
тикъ Мольвейде (1774—1825) предложилъ равновеликую 



*) Теоретически, если бы проекция продолжалась къ югу отъ эква- 
тора по тому же закону, то на мерид1анахъ съ долготавга, большими 70^ 5^', 
тоже существовали бы точки съ наименьшими углами ш, и он* лежали 
бы въ южномъ ползщ1ар1и; но такъ какъ на черт. 74 часть полушария къ 
югу отъ экватора есть повторен1е части къ с^еру отъ него, то наимень- 
ш1е углы (О на мерид1анахъ съ долготами, большими 70° 5^' лежать на 
самомъ экватор-!». 



352 



РАВН0ВЕЛИК1Я ПР0ЕКЦ1И. 



VIII. 



проекщю^ на которой прямыми лин1ями изображаются только 
параллели (и србдн1й меридаанъ). 

Вообразимъ кругъ радауса Д У2, гд* Е — радаусъ земного 
шара, уменьшенный въ главномъ масштаб'^ проекщи; площадь 

такого круга, очевидно, равна поверхно- 
сти полушар1Я. Положен1е любой хорды 
АВ (черт. 76), параллельной изображе- 
нш экватора Е^ и представляющей па- 
раллель съ широтою ?, можетъ быть 
опредЬлена угломъ АОЕ = ф. Чтобы 
площадь фигуры ЕАВ^ была равна 
половин*]^ поверхности сферическаго пояса 
между экваторомъ и параллелью съ широтою <?, должно су- 
ществовать равенство: 




Черт. 76. 



но 



^АВО -ч- 2 сектора АОЕ = тсБ^ агп ср 



Секторъ АОЕ = В1/2 ф ^У— = й' 



Ф 



следовательно, между угломъ ф и широтою ^ существуегь 
зависимость: 

$гп 2ф -ь 2ф = 1г згп ср (372) 

Это уравнен1е неудобно для непосредственнаго вычислен1я 
угла ф по данной широт* <р, поэтому лучше найти сперва 
широты ср по даннымъ круглымъ числамъ величинъ угла ф, а 
загЬмъ определить интерполирован1емъ углы ф, соотв4тствую- 
пце круглымъ числамъ широтъ 9- Ниже приведены резуль- 
таты такого опред'Ьлен1я широтъ ^ черезъ 5°, при чемъ ими 
можно пользоваться для составлен1я проекщи въ любомъ мас- 
штаб*, такъ какъ въ уравнен1е (372) не входить радхусъ Е. 
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90^ 

85 

80 

75 

70 

65 

60 

55 

50 

45 

40 

35 

30 

25 

20 

15 

10 

5 

О 



Ф — Ф 



90° о' о" 



78 3 
70 58 
б4 57 
59 31 
54 28 
49 40 
45 4 
4о 37 
Зб 18 
32 4 
27 55 
23 49 
19 47 
Ч 47 
II 48 

7 51 
3 55 
о о 



46 
42- 
58 
54 

17 
31 

34 

45 

8 



^7 I 
5 
Зб 

10 

3 
45 
49 
41 

о 



о" о' о" 

6 $6 14 
9 I 18 

Ю 2 2 
10 28 6 
10 31 43 
Ю 19 29 

9 55 2б 

9 22 15 

8 41 52 

7 55 43 
7 4 55 

6 Ю 24 
5 12 50 

4 12 57 

3 II 15 
2 8 II 

I 4 19 

о о о 



1д 8т ф 



О.0000О 

9.99050 
9.97562 
9.95716 

9-95546 
9-91053 
9.882x8 
9.85006 
9.81369 
9-77235 
9.72507 
9-67044 
9.6063 5 
9.52957 
9-45459 
9.31114 
9.13613 

8.83571 
— оо 



1д С08 ^ 



1дгд^^ 



9.31563 

9-5412 
9.62650 
9.70506 
9.76426 
9.81098 
9.84890 
9.88021 
9.90628 
9'928о8 
9.94626 
9.96131 
9-97357 
9.98331 
9.99071 
9-99589 
9-99898 

0.00000 



-1-0О 

0.67487 
0.46250 
О-ззобб 
о 23040 
0.14627 
0.07119 

0.0О1 1 5 

9-93348 
9.86607 

9-79699 
9.72418 

9.64504 
9.55600 
9.4512x8 
9-32043 
9.14024 
8.83674 
— оэ 



Изъ ЭТОЙ таблицы видно, что уголъ ф изменяется между 
гЬми же пределами 0"^ и 90°, какъ и широта ср^ но для вс*хъ 
промежуточныхъ значешй всегда ф < ср. Любопытно найти, при 
какой широт* ср разность ? — ф достигаетъ наибольшей вели- 
чины. Очевидно, это должно быть тамъ, гд* приращешя угловъ 
ф и 9 одинаковы, т. е. гд* й?ф = в,^. 

Дифференцируя уравнен1е (372), получаемъ: 

б?ф _^ тс С08 9 
Ф^ "" 4 С08^ ф 

И ДЛЯ равенства й^ = Ф^ необходимо, чтобы: 

тс С()5 9 = 4 С08'' ф (373) 

Составивъ сумму квадратовъ уравнешй (372) и (373), 



(а) 



в. ВИТК0ВСК1Й — Еартограф1я. 



23 
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им^емъ следующее уравнеше съ одною неизвестною ф: 

16 С08' ф ч- 4ф згп 2ф ч- згп^ 2ф -ч- 4ф' = тс" (374) 

Еорень этого трансцендентнаго уравнетя^ получаемый после- 
довательными попытками и интерполирован1емъ5 есть 

ф = 56° 0'.8 
которому соотв^тствуеть 

9 = 66° 33'.4 

Итакъ, наибольшая разность ? — ф = 10°32'.6 оказы- 
вается при широт* 9 = 66° 33 '.4 

Для построеп1я проекцш въ мелкомъ масштаб* чертятъ 
окружность ращуса Д ^^2 и проводить въ ней два взаимно- 

перпендикулярныхъ Д1аметра; за- 
гЬмъ на вертикальномъ дхаметр* ^ 
вверхъ и внизъ отъ центра окруж- 
ности откладываютъ части, рав- 
ный В ^/2 згп ф для разныхъ 
широтъ ср, взятыхъ изъ вышестоя- 
щей таблицы, и проводить хорды, 
параллельныя горизонтальному Д1а- 
метру; наконець, каждую хорду, 
изображающую известную парал- 
лель, делить на равныя части (на- 
прим^рь на 12 равныхь частей, 
если с*тку строить черезь 15'') и черезь соотв'Ётствуюпця 
точки проводить оть руки или по лекалу кривыя, который 
представляють меридханы и будуть, очевидно, эллипсами. 

На чертеж* 77 изображена с*тка проекцш Мольвейде для 
Восточнаго или Западнаго полушар1я сь меридханами и парал- 
лелями, проведенными черезь 15° по долгот* и широт*. 

Такь какь каждая площадка между двумя параллелями на 
проекпди равновелика соотв*тствующей поверхности сфериче- 
скаго полупояса на шар*, то и равныя ея части будуть равно- 
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велики соотв*тствующимъ сферическимъ трапещямъ, и потому 
проекщя Иольвейде, очевидно, относится къ равновеликимъ. 

Если желаютъ строить проекщю въ крупномъ масштаб*, то 
удобн'Ье получать отдельный точки перес*чен1й мерищановъ 
и нараллелей при помощц прямоугольныхъ координатъ. Возь- 
мемъ экваторъ Е^у (черт. 78) за ось а;-овъ, а среднШ пря- 
молинейный мерищанъ РР^ за ось 
у-овъ. Для прямоугольныхъ коорди- 
натъ С 8 = х Е 8Т = у произ- 
вольной точки Т получаемъ изъ 
способа построен1я сл'Ьдующхя про- 
стыя формулы: 

"" (375) 

Проведемъ касательную Т^ въ 
точк* Т къ мерид1ану РТР^ и 
назовемъ уголъ, образуемый этою 
касательною со среднимъ прямо- 
линейнымъ мерид1аномъ РР^^ че- 
резъ 8. Этотъ уголъ служить м1>рою искажеюя на проекщи, по- 
тому что представляетъ превышеше надъ 90° угла между мери- 
Д1аномъ и параллелью въ любой точк*. Легко сообразить, что 

1дг = 




Черт. 78. 



(1х 



Дифференцируя уравнен1я (375) по переменной ^ и счи- 
тая долготу X для опред^леннаго мерид1ана величиною постоян- 
ною, получаемъ: 

ах = — Е2 [/"г - зглф Ц 



с1у = В\/2 С05 ф с?ф 



23* 
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Сл-Ьдовательно 

1дг = ^Ьд^ 



У1П. 



(376) 



Вотъ таблица угловъ е для разныхъ точекъ проекцш черезъ 
15° по широтЬ и долгот*, при чемъ вместо полюса, гд* является 
разрывъ сплошности, взята параллель съ широтою ^ = 89°. 



9 



\ 



15° 



30° 



46° 



60° 



75° 


90° 


85° 7' 


85^6' 


6о 44 


б4 58 


44 28 


49 41 


31 28 


Зб 18 


20 12 


23 $0 


9 5^ 


II 49 









89° 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



о" 

о 

о 

о 

о 

о 
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66° 52' 
19 з8 

II 7 

6 59 
4 13 

2 О 
О О 



77° 56' 
35 31 

21 2б 

13 4б 

8 22 

3 59 
о о 



81^4' 


83^54' 


4б 57 


54 59 


30 30 


38 9 


20 10 


2б 6 


12 27 


1б 24 


5 58 


7 5б 









Выведемъ еще формулы для масштабовъ по меридаанамъ {т) 
и по параллелямъ (п). Изъ чертежа 78 легко вид:Ьть, что 



т = 



^у вес г 



дх 



В С08^ (Тк 



откуда дифференцировашемъ формулъ (375) и пользуясь урав- 
нешемъ (а), получаемъ: 



т = — -== г 5вс е 

2|/2 С08ф 



п = 



2/2 С08ф 

тс С08Ср 



(377) 



Эти формулы показываютъ^ что масштабъ по меридханамъ 
{т) зависитъ какъ отъ широты 9, такъ и отъ долготы X то- 
чекъ; масгатабъ же по параллелямъ {п) зависитъ только отъ 
широты и постояненъ на всемъ протяжети каждой параллели, 
что, впрочемъ, ясно изъ способа построен1я. Вотъ значен1я 
масштабовъ м и т для разныхъ точекъ проекщи. 
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М 


а С ш 


т а 


б Ы 


ш. 






















х=о° 


15° 


30° 


45° 


60° 


75° 


90° 


89° 


3.665 


0.273 


0.694 


1.305 


1-934 


2.568 


5.205 


5.840 


75 


1.472 


0.679 


0.721 


0.835 


0.995 


1.184 


1.390 


1.605 


60 


1.165 


0.858 


0.875 


0.922 


0.996 


1.091 


1.205 


1.526 


46 


1.026 


о,975 


0.982 


1.003 


1.038 


1.085 


1.145 


1.209 


30 


0.951 


1.052 


1.054 


1.0бз 


1.077 


1.096 


Ы20 


1.150 


15 


0.912 


1.096 


1.097 


1.099 


1.102 


1.107 


1.115 


1.120 





0.900 


1.111 


1.111 


ып 


1.111 


1.111 


1.111 


1.111 



Изъ этой таблицы легко видеть, что масштабъ п, равный 
на полюс* безконечности, непрерывно уменьшается до э]Ежатора, 
при чемъ на широгЬ ^ = 40°44' (см. ниже) равенъ единиц*; 
масштабъ же т на среднемъ меридаан* у полюса равенъ нулю и 
оттуда къ экватору непрерывно увеличивается, при чемъ онъ 
равенъ единиц* на той же широгЬ ф = 40°44'. На прочихъ 
мерид1анахъ до некоторой определенной долготы масштабъ т 
у полюса равенъ безконечности, постепенно уменьшается, до- 
стига^тъ наименьшей величины и зат*мъ увеличивается, а на 
остальныхъ мерид1анахъ при передвижеши отъ полюса къ 
экватору непрерывно уменьшается отъ оо до общей на эква- 
тор* величины /л = 1.111. 

Такимъ образомъ, на каждомъ меридаан* существуетъ точка, 
гд* масштабы т е п равны и гд*, сл*довательно, ме- 
ридаанъ и параллель представляютъ на указательниц* рав- 
ные сопряженные дааметры. Всл*дств1е сохранен1Я площадей 
на проекщи оба равные сопряженные Д1аметра вообще боль- 
ше единицы, за исключенхемъ средняго прямолинейнаго ме- 
рид1ана (X = 0), на которомъ существуютъ единственпыя 
на проекщи точки (къ с*веру и къ югу отъ экватора), 
гд-Ь указательница обращается въ кругъ и гд* не только 
т = п, но еще т=1 и п = 1. Такъ какъ на среднемъ 
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мерищан* уголъ 8 = 0, то формулы (377) для такихъ точекъ 

даютъ: 

тс сое ср = 2 |/2 со5ф (378) 

Сумма квадратовъ этого уравнеюя и уравнен1Я (372) даетъ 
для вычислен1я широты искомыхъ точекъ трансцендентное 
уравнете: 

8 С08^ ф -+- 4ф зт 2ср ч- згп^ 2ф -ь 4ф^ = тс'-* (379) 

котораго корни суть: 

^ = ± 32^41'. 4 
и соотвЬтствуюпця широты: 

<р = ± 40°44^ 2 

Ближайшее и бол'Ье подробное изсл^доваше показываетъ, 
что геометрическое м^Ьсто точекъ, для которыхъ т = 1, пред- 
ставляетъ на проекцш овальную фигуру, которой ось симме- 
трш направлена съ сЬвера на югъи совпадаетъ со среднимъ 
меридханомъ; кривая перес^каетъ этотъ средни мерищанъ въ 
полюс1Ь и подъ широтою ср = 40°44'. Наибольшая хорда 
фигуры совпадаетъ съ параллелью (р = 67°9' и прости- 
рается по долгогЬ до Х=47°1' къ востоку и къ западу отъ 
средняго мерид1ана. Во всЬхъ точкахъ внутри этой овальной 
кривой масштабъ ш меньше единицы, а вп]^ ея больше еди- 
ницы. Понятно, что симметричная ей область лежитъ и къ югу 
отъ экватора. 

Для вычислен1Я наибольшихъ искажен1й угловъ (со) можетъ 
служить формула (27), которая при помощи второго изъ вы- 
ражетй (14) даетъ: 



<|) л/ш^ -\- п^ — 2 
^^ 2 = 2 (^) 

Въ следующей таблиц* приведены значетя угловъ со для 
разныхъ точекъ проекщи черезъ 15° по широгЬ и долгогЬ. 
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16° 



30° 



45° 



60° 



75° 



90° 



90Р 
76 
60 
46 
30 
16 
О 



18о° о 
43 14 

2 5б I 
5 4б 

10 30 
12 I 



18о^ О' 

45 ^ 

19 $2 

7 гв 

7 17 

10 43 

12 I 



180° О' 

49 50 

25 41 

Ч 55 

10 33 

11 22 

12 I 



180° о' 
5б 33 
32 57 

20 30 

14 25 

12 22 

12 I 



хВо'' о' 

б4 7 

40 39 

27 о 

18 30 

Ч 38 

12 I 



18о° о' 

71 49 
48 18 

33 20 

22 37 

15 6 

12 I 



18о° о' 
79 1б 
55 42 
39 29 
2б 44 
1б 43 

12 I 



Эта таблица показываетъ, что искажете угловъ на проекцш 
Мольвейде вообще довольно значительно. Уже на экватор']^ 
со = 12°1' и загЬмъ на вн^шнихъ меридханахъ (приблизительно 
съ долготами, ббльшими 45°) непрерывно возрастаетъ къ по- 
люсамъ, гд* О) = 180®. Для меридхановъ съ меньшими долго- 
тами углы (О, начиная отъ экватора, сперва уменьшаются, 
а потомъ увеличиваются. Уголъ (о = О только въ даухъ точ- 
кахъ на средаемъ меридтан* съ широтами -ни — 40°44'. 

Проекщя Мольвейде, описанная авторомъ въ журнал'Ь Мо- 
паИхсЬе Соггезропйепг (1805 г. II) барона Цаха, сперва не 
обратила на себя вниматя, но впосл'Ьдств1и ее какъ бы вновь 
открылъ и усердно рекомендовалъ французскхй физикъ Бабине 
(1794 — 1872), который далъ ей назваше гомалографической 
(отъ 6|1аХ6;— равномерный и тра?«^— пишу). 

Не лишнее зам^^тить, что можно продолжить экваторъ и 
ВСЁ параллели ш^ основного круга и, отложивъ на нихъ преж- 
Н1Я части, провести черезъ полученный точки новые эллипсы; 
тогда въ проекщи Мольвейде изобразится на одномъ эллипс* 
съ отношешемъ осей 1:2 вся земная поверхность. 

Хотя искажен1я на краяхъ будутъ весьма значительны, но 
все же, въ общемъ, такое равновеликое изображеше всей зем- 
ной поверхности ближе къ истиннымъ очертан1ямъ, ч'Ьмъ на 
проекщяхъ Сансона, Вернера и Бонна. 
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58. Проекщя Эккерта. Молодой доцентъ въ Кил* Эккершъ 
предложилъ рядъ повыхъ проекцШ для всей земной поверхности, 
описанныхъ авторомъ въ изйЬстномъ географическомъ журнал* 
Ре1;егтапп'8 М1й11е11ипёеп(1906, V, 97—109). Основная мысль 
всЬхъ этихъ проешцй заключается въ томъ, чтобы, изображая 
параллели прямыми, какъ въ проекщяхъ Сансона, Коллиньона 
и Мольвейде, по возможности меньше искажать углы между 
меридаанами и параллелями. Для этой ц'Ёли авторъ сводитъ вс* 
меридааны не въ дв4 точки (полюсы), какъ въ перечисленныхъ 

проекц1яхъ, а упираетъ 
^ ц ихъ въ дв* пред4льныя 
прямыя, параллельный 
экватору и названный 
имъ полярными ли- 
нгями (РоШшеп). 

Изъ всЬхъ предло- 
женныхъ Эккертомъ про- 
екщй разсмотримъ толь- 
ко самую совершенную. 
Она заключается въ томъ, что поверхность шара переносится 
сперва на внешнюю поверхность полутора, а загЬмъ уже эта 
поверхность переносится на плоскость, при чемъ въ обоихъ 
случаяхъ перенесен1я сохраняется равенство площадей. 

Торомъ (отъ латинскаго слова 1юги8) называется гЁло, обра- 
зованное вращетемъ окружности около прямой, лежащей въ ея 
плоскости, но не проходящей черезъ ея центръ. Въ частномъ 
случа* осью вращешя можетъ быть касательная къ кругу; въ 
этомъ случае, принятомъ Эккертомъ, внешняя поверхность тора 
образуется вращетемъ полуокружности АЕВ (черт. 79) съ 
радхусомъ А0 = ЕО = ВО = г около прямой РР^, перпен- 
дикулярной къ радаусу ЕО и отстоящей отъ центра О въ 
разстоянш ОС = г. 

По теорем* хезуита и профессора въ В'Ьн* Гульдена 
(1577—1643) поверхность, образованная вращетемъ плоской 
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дуги ОКОЛО прямой, лежащей въ ея плоскости, равна произве- 
дешю длины этой дуги на длину окружности, описанной цен- 
тромъ тяжести дуги. Центръ тяжести дуги круга лежитъ на 
прямой, соединяющей середины дуги и хорды, стягивающей ея 
концы, при чемъ разстояте его к отъ центра дуги выражается 
формулою: 

А = у (381) 

гд* г— радаусъ д)ти, а, с е I длины хорды и самой дуги *). 
Означая уголъ ТОЕ буквою а, им*емъ въ нашемъ случа*: 

с = 2г згп а 

I = 2г а 
и потому: 

к = ^ (382) 

разстояте же центра тяжести & дуги ТЕУ отъ оси РР, 
равно А ч- г. Такимъ образомъ поверхность Р, описанная ду- 
гою ТЕУ, при вращенш ея около оси РР^ выходить: 

Р = г . 27Г (Л -ь г) = 47Г г^ (а ч- згп а) (а) 

Половина этой поверхности должна равняться поверхности 
шарового пояса между параллелями съ широтами ч- ср и — ф, 
такъ что, называя радгусъ шара въ главномъ масштаб* про- 
екщи черезъ Р, им'Ьемъ: 

Р 

-^ = 411; Д' згп ср (Ь) 

сравнете формулъ (а) и {Ь) даетъ следующее уравнеше для 



*) Эту простую формулу легко вывести изъ той же теоремы Гуль- 
дена. Отъ вращешя дуги круга ТЕУ около ея Д1аметра АВ получится 
поверхность шарового пояса- Она равна окружности большого круга 
шара, умноженной на высоту пояса, т. е., съ прежними обозначен!ями. 
равна 21ГГ . с; по теорем-Ь же Гульдена эта же поверхность равна X . 27гЛ, 
Сравнеше этихъ выражешй даетъ формулу (381). 
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вычислеюя угла а на тор* съ радаусомъ г: 

вгл а -н а = ^ — - (с) 



Радаусъ г получится изъ этого уравнетя при значеши 
, что даетъ: 

7Г . 2й^ 



а = 1 5 когда и ср = I , что даетъ; 



2 ^ ' ~ г' 

откуда: 

г = -^= (383) 

Подставивъ это значенхе г въ ((;)5 получаемъ сл^Ьдующее 
уравнен1е, связывающее уголъ а съ пшротою ср, отчасти на- 
поминающее уравнеше (372) проекцш Мольвейде: 

вгп а ч- а = — - — згп ср (384) 

Такимъ образомъ, поверхность полутора съ радхусомъ г 
равна поверхности шара съ рад1усомъ Е, а проведенный на 
щ^ параллели, опред^Ьляемыя углами а^ вычисленными для 
посл'Ьдовательныхъ широтъ по формул* (384), разд*лятъ по- 
верхность полутора на пояса, равновелийе соотв'Ьтствующимъ 
поясамъ на шар*. 

Если еще разделить поверхность полутора равноотстоящими 
мериданами, то вся поверхность шара будетъ перенесена на 
торъ съ сохранетемъ равенства площадей. 

Поверхность полутора переносится на плоскость по пра- 
виламъ перенесенк поверхности шара на плоскость въ про- 
екцш Сансона (§ 52). На прямой, изображающей среднШ 
меридаанъ, откладываютъ части, равный дугамъ меридхана на 
тор* между соотв*тствующими параллелями, и черезъ получен- 
ныя точки проводятъ прямыя, перпендикулярный къ среднему 
меридаану; зат*мъ на каждой такой прямой въ об* стороны 
отъ средняго мерид1ана откладываютъ части, равный выпрям- 
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леннымъ дугамъ параллелей на поверхности тора, и черезъ 
соотв^Ьтствуюпця точки проводить кривыя отъ руки или по лекалу. 
Изъ чертежа 79 видно, что длина дуги каждой параллели 
на поверхности полутора по формул* (383) равна: 

4Й , а 

7г (г н- г С08 а) = , — тс С08 -^ 

^ 1/тс н- 2 2 

а длина дуги меридаана отъ экватора до параллели, опреде- 
ляемой угломъ а, равна: 

2В 

та = -; а 

1/тс ч- 2 

И потому прямоугольныя координаты X и. у любой точки на 
проекщи, соответствующей точк* съ широтою ср и долготою X 
на гаар*, определяются следующими формулами: 



2Д , а 

ж = Л . С08 ^ 

^/^^ ч- 2 2 

2Е 

У = ~7== ^ 



(385) 



где Д— радаусъ земного шара, уменьшенный въ главномъ мас- 
штабе проекщи, а уголъ а вычисляется для каждой широты ср 
изъ трансцендептнаго уравнен1Я (384). Это уравнеше решается 
последовательными попытками и интерполироватемъ, хотя Эк- 
кертъ въ упомянутой своей статье предлагаетъ остроумное по- 
строете, позволяющее графически определять утлы а по дан- 
нымъ широтамъ ?• 

Въ следующей таблице приведены углы а и коорди- 
наты л; и у для точекъ проекщи черезъ 15° по широте 
и при Е — \. Абсциссы X даны только для точекъ крайняго 
мерид1ана X = и; прочая абсциссы легко получить делешемъ 
табличныхъ величинъ д; на 12 (180^ : 15°) и умножешемъ 
полученныхъ частныхъ на 1, 2, 3... 
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УШ. 



? 



• ср 



X 



90° 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



90" о' 
85 II 
72 49 
5б 25 

$8 12 

19 15 
о о 



Ю II 

12 49 

II 25 

8 12 

4 15 

О о 



1.386 
1.502 

1-794 
2.152 

2.474 
2.693 
2.771 



1.386 

1.311 

1.121 

0.869 

0.588 

0.296 

0.000 



Наибольшая разность а — (р = 12° 49' оказывается ири 
9 = 59° 34' и а = 72^ 23'. 

На чертеж* 80 изображена въ проеквди Эккерта вся зем- 
ная поверхность съ мерид1анами и параллелями^ проведенными 
черезъ 15® по широгЬ и долгот*. 

Чтобы получить уравненге меридгановъ на проекцш, надо 




Черт. 80. 

изъ формулъ (385) исключить широту 9? или, что то же. 
функщю ея а. Изъ формулы для л;-са им*емъ: 



2 агс С08 



\/ 



хУт. 



2Ек 



58. ПР0ЕКЦ1Я ЭККЕРТА. 365 

Подставляя это а въ формулу для у^ получаемъ: 



4 К 1/а;|/7г-+-2 

У = ,— -- '■ аГС С08 у ^г-^5л 

Для каждой данной долготы X это уравнен1е заключаетъ 
только дв* перем^Ьнныя х ъ. у ж представляетъ уравнеше со- 
отв'Ьтствующаго мерид1ана. Видь этого уравнетя показываетъ, 
что меридханы на проекщи Эккерта суть особаго рода сину- 
соиды. 

Для получетя уравнетя параллелей надо им']&ть выра- 
жен1е5 не заключающее долготы X; такова формула (385) для ^: 



Такъ какъ для каждой данной широты ^ уголъ а— вели- 
чина постоянная, то параллели на проекщи Эккерта суть пря- 
мыя, параллельныя оси :г-овъ, чего впрочемъ и сл^^довало ожи- 
дать по самой сущпости построетя. 

Для ближайшаго изсл'Ьдоватя искажетй найдемъ^ подъ ка- 
кими углами пересЬкаютъ касательный къ мерид1анамъ въ раз- 
ныхъ ихъ точкахъ средшй прямолинейный меридханъ; всл'Ьд- 
ств1е перпендикулярности всЬхъ параллелей на проекщи къ сред- 
нему мерид1ану, эти углы е представляютъ уклонешя угловъ 
между мерид1анами и параллелями отъ прямого. Такъ какъ 

вообще 

ах 

щ по формуламъ (385), получаемъ: 

1дг = ^згп а (386) 

Въ следующей таблиц* приведены углы г для раз- 
ныхъ точекъ проекщи черезъ 15° по широгЬ и 30*^ по 
долгогЬ. 
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УШ. 



р 



30° 



60° 



90° 



120° 



150° 



180' 



90° 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



о" 

о 

о 

о 

о 

о 

о 



1440' 

14 37 
и 3 

12 18 
9 12 
4 $6 
О О 



27^28' 

27 33 
2б 35 
23 34 
17 57 
9 48 
о о 



38° 9' 

38 3 

Зб 53 

33 12 

25 54 

14 31 

о о 



46^19' 
4б 13 

45 \ 
41 6 
32 5б 
19 3 
о о 



52^37' 

52 31 
51 21 

47 29 
38 59 

23 21 
О О 



57^31' 
57 2б 
5б 19 
52 37 
44 10 
27 23 
о о 



Для масштабовъ по мерид1анамъ (т) и параллелямъ {п), 
пользуясь изв^^стными формулами: 

Лу вес г Лх 



ш = 



получаемъ: 



т = 



п = 






п = 



В С08 ^ ЛХ 



2 
2 



С08 9 8ег -^ вес е 



8еС ср С08^ 



•(387) 



1/7Г ч- 2 "^ 2 

Подобно тому, какъ на проекцш Мольвейде, на разсматри- 
ваемой проеквди масштабъ п зависитъ только отъ широты, 
тогда какъ масштабъ т зависитъ отъ широты и долготы точки, 

Въ следующей таблиц* приведены значешя масштабовъ п 
и т на проекщи Эккерта для точекъ, соотв'Ьтствующихъ точ- 
камъ предыдущей таблицы. 



9 



Мае 



т а б ы 



т. 



П 



Х=()° 30° 60° I 90° 120° I 150° , 180° 



90° 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



с» 
1.847 

1.142 
0.969 
0.909 

0.888 
0.882 



о.ооо 
0-541 
0.875 
1.032 

1.100 
1.127 
1.134 



О.ООО 

0.560 
0.902 
1.057 

1.114 
1.131 
1.134 



О.ООО 
0.6 II 

0.979 

1.126 
1.1)6 
1.143 
1.134 



0.000 

0.688 
1.094 
1.234 

1.225 

1.1б4 
1.154 



I 



О.ООО 

0.783 

1.258 

1.570 
1.510 

1.192 
1.154 



0.000 

0.890 

1.402 

1.527 

1.415 
1.227 
1.154 



ооо 
ооб 

579 
700 

533 
269 
44 
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Наконецъ нетрудно вычислить и наибольш1я искаженхя 
угловъ О) на проекщи. Не приводя полной таблицы этихъ 
угловъ, зам^тимъ, что для всЬхъ точекъ на экватор* уголъ 
(О = 14^21', и что на проекщи существуютъ въ каждомъ полу- 
шарш только по одной точк*, гд* а)=0 и гд'Ь одновременно 
т = п = 1. Об* точки лежать на среднемъ меридаан* (>^ = 0) 
между параллелями съ широтами ср = 45® и ср = 60° къ се- 
веру и югу отъ экватора. Точную ихъ широту можно полу- 
чить изъ трансцендентнаго уравнетя: 

4 (а -+- згп а)' н- (тс -+- 2) ( 1 -+- соз а)' — (тг ч- 2)' = О (388) 

Корень этого уравненхя, выведеннаго исключенхемъ широты 
9 изъ (387) и (384), есть а = 61°21', соответственно чему 
9 = 49°16'. 

Если сравнить чертежи 38, 67 и 80, изображаюпце всю 
земную поверхность на проекщяхъ изоцилиндрической, Сансона 
и Эккерта, то легко понять, что последняя представляетъ н^что 
среднее между первыми двумя. На изоцилиндрической проекщи 
вся земная поверхность изображается прямоугольникомъ, въ ко- 
торомъ отношеше основан1я къ высогЬ равно тг, и потому всЬ 
части, особенно полярныя области, сжаты по широт* (экваторъ 
на Земл^Ь длиннее меридаана только въ 2 раза). На проекщи 
Сансона вся земная поверхность представляется фигурою, огра- 
ниченною двумя синусоидами, и отношеше экваторхальной оси 
къ полярной сохранено верное (2 : 1), но зато искажеше по- 
лярныхъ областей весьма значительно. Наконецъ, на проекщи 
Эккерта вся земная поверхность изображается квадратомъ, по 
бокамъ котораго приставлены дв* синусоиды; зд^сь укорочены 
и экваторъ, и средшй меридханъ, но отношеше экваторхальной 
оси къ полярной сохранено тоже в^рнымъ (2:1), и полюсы 
растянуты въ «полярныя лин1и>. ВсЬ три проекц1и сохра- 
няютъ равенство площадей, но первый дв'Ь, не искажая 
экватор1альныхъ областей, д'Ьлаюгь полярныя области почти 
неузнаваемыми; третья (Эккерта) стремится исправить по- 
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сл-Ьдтй недостатокъ (не достигая впрочемъ удовлетворительныхъ 
результатовъ) за счетъ искажетя всей полосы вдоль экватора. 

59. Пронзводныя проекщн. Новыя проекцш можно изобр']^- 
тать, не только вводя новыя основан1я для построетя, но также 
сочеташемъ прежде извбстныхъ; таюя проекщн называются 
производными. Для примера разсмотримъ дв'Ь производныя 
проекцш, 0ТН0СЯЩ1ЯСЯ къ классу равновеликихъ. 

1. Дроекцм Гаммера. Въ конц* предыдущаго § 58 было 
зам^Ьчено, что проекщя Эккерта представляетъ н'Ьчто среднее 
между проекщями изодилиндрическою и синусоидальною, но 
авторъ изобрйиъ ее совершенно независимо отъ названныхъ. 
Профессоръ Гаммеръ гораздо раньше Эккерта, въ томъ же 
Географическомъ Журнал* Ре1;егтапп'8 М1Ш1е11ипёеп за 1900 г. 
(т. 46), предложилъ проекщю, выведенную, именно, какъ среднее 
между ними. 

Абсциссы X въ проекц1Яхъ изоцилиндрической и синусои- 
дальной выражаются формулами (141) и (339): 

X = Е\ 

X = В\ С08 ср 

гд* в — рад1усъ земного шара въ главномъ масштаб^Ь, а X и 9 — 
долгота и широта любой точки проекщи. Гаммеръ взялъ для 
абсциссы X ариеметическое среднее изъ этихъ двухъ выражешй, 

х = В\ 1^1"'-? = т ш^ 1 (а) 

Чтобы проекщя была равновеликою, площадь безконечно- 
малаго параллелограмма на проекщи {с1х . ф) должна рав- 
няться поверхности безконечно-малой трапещи на шар* 
(^й* €08 ср (^\ Л^)^ такъ что ДОЛЖНО оправдываться равенство: 

Лх .Лу = В^ 008 ср дХ й^ (Ь) 

Такъ какъ въ новой проекщи, равно какъ и въ проекщяхъ 
изоцилиндрической и синусоидальной, параллели изображаются 



59. производный проекцхи. 369 

прямыми, то при данной широт1& ср абсцисса х зависитъ только 
отъ долготы X, и потому, дифференцируя выражете (а), считая 
широту ср величиною постоянною, им-Ьемь: 

с1х = В С08^ -^ с[к (с) 

и подставляя (с) въ (Ь\ поел* замены со8^ на соз^^ — т*|: 



откуда 



о 

но 



//» 1 — 008^ 'о / \ 
^ со8^ -^ 

Такимъ образомъ для координатъ хлг/ любой точки проекщи 
получаемъ о&ончательно: 

ф 

X = В\ С08^ ^ 

(389) 
у = 2в(^-*д^^ 

Уголъ е, образуемый касательною къ мерищану въ любой 
точк* проекщи со среднимъ прямолинейнымъ меридханомъ, опре- 
деляется вообще уравнетемъ: 

с1х 

Дифференцируя формулы (389) и подставивъ результаты 
дифференцироватя въ выражеше ^д е^ посл1Ь простого преобра- 
зован1Я получимъ: 

1дг = ^ Ид 9 С08' | (390) 

в. ВНТК0ВСК1Й.— Картограф1я. 24 
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Масштабы по мерид1анамъ (т) и по параллв^ШIгь (п) суть 



Лу вес е с1х 

т = -г^ , — п = 



такъ что: 



т =1/ ( 7^ X 8ш ф ) ч- ( С08 ср зес^ ^ ) 

^ ^^ ^ ^ ^' (391) 

п = зес^ С08^ ^ 

Наконецъ для наибольшаго искаженхя угловъ (о)) получаемъ 
по формул* (380): 

«^1= 21/(2^^*^^) "^ {вессрвес^! (со5*| — со5'ср|| (392) 

Предоставляя читателю ближе изсл^^довать видъ мерид1а- 
новъ и искажен1л въ разныхъ точкахъ проекщи, зам'6- 
тимъ, что общее очертанхе проекщи для всей зелшой поверх- 
ности напоминаетъ фигуру чертежа 80, но зд'Ьсь экваторъ 
вытянуть, а среднШ мерид1анъ сокращенъ, такъ что проек- 
Еця Гаммера вообще уступаетъ проекщи Эккерта и до сихъ 
поръ не применялась для составленхя географическихъ картъ. 

/2. Проекщя Аитова. Картографъ изв^стнаго париж- 
скаго издателя Агиешта (1800—1864), нашъ соотечествен- 
никъ, донской казакъ Аитовг^ зам^тилъ, что, если взять лю- 
бую картографическую сЬтку, составленную въ вид* эквато- 
р1альной проекщи, для полушар1Я съ мерид1анами и параллелями, 
проведенными черезъ п°, опустить изъ всЬхъ точекъ пересЬ- 
четя меридхановъ съ параллелями перпендикуляры на прям)то, 
изображаюп1ую экваторъ, разделить всЬ эти перпендикуляры 
пополамъ и черезъ точки д^летя провести непрерывный кри- 
выя (пропустивъ нечетный параллели), то получится новая 
сЬтка съ мерид1анами и параллелями черезъ 2/г°, представляю- 
щая всю земную поверхность. Такимъ именно образомъ по- 
строенъ чертежъ 81 по ироек1ип Лорнья (черт. 35). Этотъ 



во. 
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чертежъ представляетъ равновеликую проекщю во всЬхъ своихъ 
частяхъ и очень часто применяется нын* для изображеюя всей 




земной поверхности на одномъ эллипс* во многихъ новыхъ 
географическихъ атласахъ. 

§ 60. Общая теор1я. Въ § 49 изложена общая теор1я равно- 
угольнаго проектироватя какой бы то ни было данной поверх- 
ности на другую, такъ что равноугольное изображете поверх- 
ности сфероида на плоскости составляетъ только ея частный 
случай. Такой общей теорш для равновеликихъ проекцш не 
существуетъ, и собственно для ц'Ёлей Картограф1И она и не 
нужна: достаточно им'Ьть теорхю равновеликаго изображеюя по- 
верхности сфероида па плоскости. Этотъ вопросъ занималъ уже 
геометровъ ХУШ в^Ька и былъ р'Ьгаенъ геттингенскимъ про- 
фессоромъ Майеромъ (1752—1830), сыномъ знаменитаго 
астронома Тобгаса Майера (1723 — 1762), въ сочинети 
СгипйИсЬе ппй уо1181ап(11«;е Ап\уе18ип§ 2иг УегшсЬппп^ йег 
Ьапй-, 8ее- ип(1 Штте18каг1еп5 Ег1ап5еп, 1794. 

Ироведемъ черезъ точку съ долготою X и широтою ср на 
поверхности сфероида мерид1анъ и параллель и отложимъ на 
нихъ въ направлен1яхъ возрастающихъ долготъ и широтъ без- 
конечно-малыя дуги г1 и г;, которыя, какъ известно, выражаются 

24* 
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формулами (см. стр. 154): 

(1 — е^ згп: ср) /« ( 1 — е 5гп' 9) 

гд* гг— большая полуось сфероида, а ^— его эксцентриситетъ. 
Если полученныя точки соединить дугою, то на поверхности 
сфероида образуется безконечно-малый прямоугольный треуголь- 
никъ, площадь котораго Р равна половин* произведенхя его 
катетовъ и и Vу такъ что: 

2 ( 1 — в згп* 9) 

Пусть точк* на поверхности сфероида съ долготою X и ши- 
ротою ср соотв-Ьтствуеть на плоскости точка съ прямоуголь- 
ными координатами х ж у; проведемъ черезъ нее меридханъ и 
параллель, которые изобразятся на плоскости вообще какими- 
нибудь кривыми. Координаты безконечно-близкой точки этого 
меридхана «ъ направлеши возрастающихъ широтъ, ограничи- 
ваясь безконечно-малыми величинами перваго порядка, можно 
выразить суммами: 

дх . ду , 

а координаты безконечно-близкой точки параллели въ напра- 
влети возрастающихъ долготъ съ тою же точностью выразятся 
суммами: 

Соедпнйвъ указанный точки прямою, получимъ безко- 
нечно-малый треугольникъ, который, вообще, не будетъ пря- 
моугольнымъ, потому что мерид1аны и параллели на равно- 
велпкихъ проекщяхъ могутъ пересЬкаться подъ произволь- 
ными углами. 

Площадь Р^ плоскаго тре)тольника выражается въ коор- 
динатахъ х^ и у^, х^ 1В^ у^^ х^ и у^ его верпшнъ следующею 
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формулою Аналитической Геометрш: 

Л = =^ 2 *^* ^^^ "■ У^^ "^ ^^ ^У^ ~ У'^ "^ ^« ^^' ~ У'^^ 
Въ разсматриваемомъ случае: 

ж, = а? Уг=У 

дх ду 

ггз = Ж ч- -^^^ е/Х Уз = У -+- ^ ^>^ 

такъ что поел* сокращен1й получаемы 

Сохранен1е равенства площадей на сфероид* и на плоскости 
выражается услов1емъ Р^ = Р, или поел* подстановки сюда 

(^ и (*): 

дхду^_дх^ду^_аГ{\ —е^)со8^ ^„ 

д\д^ д^ дХ" {I — е' згп' 9)' ^ ' 

Задача построен1я равновеликой проекц1И заключается въ 
опред'Ьленш т*хъ функщй, которыми выражаются прямоуголь- 
ный координаты о; и у на плоскости въ географическихъ коор- 
динатахъ Х и ^ на сфероид*. Такъ какъ уравнеше (393) со- 
держитъ дв* неизв*стныя функщи л; и ^, то одна изъ нихъ 
можетъ выражаты^я совершенно произвольною функвдей отъ X 
и ср, и только тогда опред*лится другая. Пусть: 

^ = /'(Х,ср) (394) 

гд* / представляетъ знакъ какой угодно функцш. Для опре- 

д*лен1я уравнетя, выражающаго зависимость г/ отъ долготы 

и широты, надо въ уравнеше (393) ввести значен1я частныхъ 

производныхъ: 

ооо осе 
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полученныхъ изъ (394). Положимъ, что поел* дифференциро- 
ван1я уравнен1я (394) по перем'Ьннымъ X и <р получено: 

дх дх 

Вставивъ эти производныя въ выражете (393) и обозначая 
для краткости вторую часть черезъ (о, получаемъ: 

,|_,| = » (Ш) 

т. е. линейное дифференщальное уравнеше перваго порядка съ 
частными производными. Интегралъ этого уравнешя и даетъ 
искомую зависимость у отъ X и <р. 

Для интегрировашя уравнен1я (395) составимъ систему 
совокупныхъ дифференщальныхъ уравнешй: 

(1^ _ (ИХ _ йу 

~Р ~ ~~Ч~ ~^ 
или 

рау = ша^ 

Теперь надо найти так1я дв* независимыя одна отъ другой 
функщи отъ перем'Ьнныхъ, входящихъ въ систему (396), полные 
дифференвдалы которыхъ обращаются въ нуль тождественно, если 
вместо %, еД и (/ср подставить ихъ значен1я изъ (396). Функщи 
эти найдутся, если систему общихъ интеграловъ уравненШ (396) 
решить относительно произвольныхъ постоянныхъ. Обозначимъ 
эти функщи черезъ ф^ и ф^. Обпцй интегралъ дифференщаль- 
наго уравнешя (395) представится, какъ известно, въ вид*: 

. Ф (Фп Фа) = О 

ИЛИ поел* р*шен1Я относительно ф, въ вид*: 

ф, = 2^ (Ф,) (397) 

гд* Ф и 2^^ суть знаки совершенно произвольныхъ функцШ. 
Система (396) даетъ требуемые два независимые инте- 
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грала весьма просто. Первое уравненхе системы (396) 

йср _ (1к 

поел* подстановки значетй р ^ д^ даетъ: 
дх ^ дх ^ 

Зд^^сь первая часть представляеть, очевидно, полный диф- 
ференщалъ ж-са, такъ что по формул* (394) им1^емъ: 

их = Л^' (X, <?) = О 

Такимъ образомъ / (X, ^) есть первый изъ искомыхъ инте- 
граловъ, именно ф,. 

Второе уравнеше системы (396) даетъ: 



или 









ау=2 


^<^9 






У = 


-/т 


(гсрч-с, 


Отсюда 


видно, 


что 










С, 


= у- 


-1> 



есть второй изъ искомыхъ интеграловъ системы (396), именно ф,. 
Сл^^довательно^ согласно (397) общШ интегралъ уравнен1я 
(395) есть: л 

и такъ какъ / (X, ?) = х^ то окончательно получаемъ: 
!/ = Р(х)-\'1 уа<р 
Такимъ образомъ искомый выражетя для координатъ х и 



376 РЛВН0ВЕЛИК1Я ПР0ЕКЦ1И. УШ. 

У въ функцш долготы и широты суть: 

х = /• (X, <р) 
^ (398) 

гд* / и 1^ — знаки совершенно произвольныхъ функгцй, а 

Итакъ теоретически вопросъ объ изображеши поверхности 
сфероида на плоскости съ сохранешемъ равенства площадей 
Р'Ёшается вполн'Ь и при томъ безконечно разнообразн'Ье^ ч1&мъ 
вопросъ объ изображенш съ сохраненхемъ равенства угловъ; 
действительно, въ окончательный формулы (398) входить не одна, 
а дв* произвольный функщи, и, следовательно, всевозможный 
ихъ сочетатя. Однако на практик* решете только тогда при- 
ведется къ квадратурамъ, когда частная производная р не бу- 
детъ зависать отъ Х, т. е. когда / (X, <р) будетъ линейная 
относительно X. Этими чисто практическими затруднешями и 
отличается теор1Я равновеликихъ проекщй отъ теорш проекщй 
равноугольныхъ, въ которой, какъ было объяснено въ § 50, 
при изображеши сфероида на плоскости интегрироваше совер- 
шается еще въ общемъ уравненш, и частныя приложен1я не 
требуютъ интегрировашя какихъ бы то ни было функщй. 

Выведемъ теперь общ1я формулы для масштабовъ по мери- 
Д1анамъ {т) и по параллелямъ {п) на равновеликихъ проекщяхъ. 

Называя по-прежнему координаты двухъ безконечно-близ- 
кихъ точекъ одного мерид1ана на проекщй черезъ х^ и у,, 
д;, и у,, имеемъ для дифференщала дуги Лз меридаана на 
проекщй вьфажеше: 

(Л8 = \/{х, — х,У -ь (у, — у,У 
подставляя же сюда значешя координатъ изъ (с), получимъ: 



* = ''^1/1|М1Г 
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Подобнымъ же образомъ для дифференщала дуги Лв^ па- 
раллели на проекщи получивгь: 



^•=МШ*{Ш 



Масштабы тип суть отношешя дугъ (18 и (18^ на про- 
екщи къ дугамъ г; и «*5 выражаемымъ формулами (а) на сфе- 
роидЬ, следовательно: 

^~ асо5ср К \е?Х/ "^ \(?Х/ 

Наконецъ уголъ 6^ образуемый меридханомъ и параллелью 
въ любой точк^ на проекщи, легко получить изъ выражетя 
для равенства площадей на сфероид'Ь и плоскости: 

а^(1 — е')со5(р _. , , , . . 

(1 — е^5гл^ 9) 
откуда ^ 

тв = -^ (400) 

Формулы (398), (399) и (400) заключаютъ общую теорш 
всЬхъ равновеликихъ проекщй. 

Для пояснетя этой теорш приложимъ ее къ двумъ про- 
сгЬйшимъ частнымъ случаямъ. 

1) Пусть дано уравнете х=/ (\^) въ такомъ видЬ: 

х = к'к (401) 

гд* А — постоянная величина. Въ этомъ случа* р = к, е 
второе изъ уравненШ (398) даетъ: 

аЦ1 — е') Г сову 

^ к ^ (1-в^^-пЧГ^ ^^^^ 

Чтобы взять входящШ сюда интегралъ, введемъ вспомога- 
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тельную переменную я: 

с1г =^ е С08 ср йср 



такъ что 



но 



/• е?^ 1 л 1 , 1 ч- л 

/ 7^ 5^ = ^ -. 5 -ь- -1п 



(1 — ^У 2 1—^' 4"" 1— ;зг 
следовательно 



/ 



С05 ср 5Ш 9 1 1 ч- е 5Ш ср 

(1 — е* 5ш^ ср)* ^ ~ 2 (1 — е^ «гтг' ср) 4е ^ 1 — е вгл ср 



и потому 

^ ~" 2к 1 1 — е^ 5ш' 9 2е 1 — е вш <р| ^ 

Для опред*леюя функцш 1^ допустимъ, что экваторъ дол- 
женъ изображаться на проекщи осью л;-овъ, т. е. при у = О 
должно быть у = 0; тогда выходить ^Р (Щ = О, и формулы 
для вычислетя координатъ хну оказываются: 

(402) 
_а^(1 — е^) I 8шср 1 1 -4- в $ш ср ] 

•^ ~ 2)Ь [1 — е' 5ш* ср 2е ] — езгп ср) 

Для вычислешя масштабовъ тип составляемъ частныя 
производный координатъ х е у: 

д^ _ ^ ду _ а^ (] — е^) С08 ср 

. (Уср "~" с?«р ~ А(1 — е^8гп^^У 
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И ПО формул амъ (399) получаемъ: 

_ а со8^ 

- = *(■-«■ »»»•'• ^^^^ 

к (1 — е* 5ш' фУ'* 

п = '■ ^-^ 

а С08 ср 

а формула (400) даетъ: 

5ш 6 = 1 и в = 90° 

Итакъ мерид1аны и параллели изображаются взаимно пер- 
пендикулярными прямыми. Если желательно, чтобы масштабъ 
на экватор* былъ главнымъ, то при ср = О должно быть т = 1, 
и для постоянной к получаемъ к = а. 

Наконецъ, принимая Землю за шаръ съ радхусомъ ^К^ 
формулы (402) и (403) приводятся къ такимъ: 

х = ВХ у = Взгп^ (404) 

т = со8<р л = вес ср (405) 

Это изв'Ьстныя уже формулы (141) и (142) изоцилиндри- 
ческой проекщи, разобранной въ § 31. Общая теор1я не при- 
внесла ничего новаго, но дала затс^ бол'Ье обпця формулы для 
изоцплиндрической проекщи въ прим'Ёнен1и къ сфероиду. 

2) Пусть теперь уравнеше д; = / (X, ср) дано въ вид*: 

а X С05 ср 



X 



]/] — е' згп^ ср 



(406) 



Т. е. ордината х равна произведешю радауса параллели на 
долготу X. Въ этомъ случа* 

__ а С08 ^ 

и второе уравнеше (398) даетъ: 
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Стояпцй зд'Ьсь интегралъ есть эллиптичесйй; его можно 
вычислить, разложивъ подъинтегральную функщю въ рядъ, 
пользуясь малостью эксцентриситета земного сфероида. Огра- 
ничиваясь членами до е^ включительно, получаемъ: 

но ^ 

/ «9 = Т 



/ 



/ згп^ (у с/ср = -X (9 — вгп ф соз ср) 

3 3 1 

т* ср ^ср = ^ <р — -^8гп ^ С08 '^ — -г згп^ ^соз^ 



Умноживъ эти интегралы на ихъ коэффищенты и подста- 
вляя результатъ въ выражеше для у, им'Ьемъ: 

у = а{(1-|в^-^е*)ср- 

— I ^ в' — ^ е^\ згп ^ С08 ср — "оо ^ ^^^ ср С08 ср [ "^ ^ (^) 

Для опред*лен1я функщи 1^ допустимъ опять, что эква- 
торъ долженъ изображаться на проекцш осью д;-овъ, т. е. 
при 9 = О должно быть у = 0; тогда выходить ^ (х) = О, 
и окончательно для вычислешя координатъ х т у любой 
точки на проекцш получаемъ формулы (ограничиваясь чле- 
нами съ е^): 

а л С08 ср 



г = 



V 1 - ^-^ 9 ^^7) 

у = а I М — 1^1? — 2 е' вгп '^ С08 ^ \ 
Для вычислешя масштабовъ т п п составляемъ частныя 
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производный координатъ х и у\ 

дх _ ак{\ — е^) 5ш ср . ду ^ а ( 1 — е^) 

и по формуламъ (399) получаемъ: 

ш = У\ -^- X' 8гп^ <р 
п = 1 
а формула (400) даетъ: 



(408) 



8ше=-/^-^-^=. (409) 

Отсюда, называя превышеше )тла Ь надъ 90"^ черезъ г, 

им*емъ: 

{д г — X згп ср (410) 

Формулы (407) суть обобщешя для сфероида изв'Ьстныхъ 
уже формулъ (339) и (340) проекщи Сансона, разобранной 
въ § 52; любопытно, что выралсен1я (408) и (410) для мас- 
штабовъ и угла е не зависятъ отъ эксцентриситета сфероида, 
т. е. одинаковы какъ для сфероида, такъ и для шара (342). 

Такъ какъ второе изъ уравнетй (407) не заключаетъ 
долготы X, то оно представляетъ уравненхе параллелей и пока- 
зываетъ, что параллели на проекщи суть прямыя, параллель- 
ный оси гг-овъ, т. е. экватору. Чтобы получить уравнеше 
мерид1ановъ, сл'Ьдуетъ изъ уравненШ (407) исключить широту ср. 

Однако, въ общемъ вид'Ь это сд'Ьлать невозможно и, даже 
довольствуясь въ //-к* членами съ ^*, весьма затруднительно; 
если же принять Землю за шаръ, т. е. положить ^ = О, то 
Л)авнетя (407) обращаются въ (339) и (340), именно: 

а; = /2 X С05 ср 

У = Щ 
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и исключеше широты <р приБОдитъ бъ выраженш: 

т. е. къ знакомому намъ )фавненш (341) синусоиды, отъ ко- 
торой и самая проекщя называется синусоидальною. 



Изъ этихъ двухъ прим'Ьровъ видно, что общая теор1я, не 
открывая новыхъ, позволяетъ подробнЁе изучать изв'Ьстныя про- 
екцш и получать бол'Ье общ1Я формулы, применимый непосред- 
ственно къ изображенш сфероида на плоскости. 

Если параллели задавать не прямыми, а дугами круговъ, 
то формулы (398) выгоднЁе заменить уравнетями, выража- 
юпщми полярныя координаты любой точки проекщи. Желаю- 
пце ближе познакомиться съ выводомъ другихъ равновеликихъ 
проекщй изъ общей теор1и могутъ найти любопытныя подроб- 
ности въ сл'Ьдующихъ кнйгахъ по Картографш: Оегтат — 
ЪзМ (1е8 рго]ес1;10П8 йез саИез ё^о§^ар^1^^ае8, Рапз, 1867 
(стр. 81—110), &^е^8сЫ — ЬеЬ^Ь\xс]\ йег Каг1;еп-Рго)ек110п, 
\Уе1таг, 1873 (стр. 173—198), Моггпг—\л^ ргозегтош йеНе 
саг1е §ео§гайсЬе, Во1оёпа, 1881 (стр. 465—516) и Неп^^— 
ЬеЬгЬисЬ йег Ьап(1каг1;епрго)екйопеи, Ье1р21§, 1885 (стр. 
149—191). 



-о®о- 



IX. 

Произвольныя проекцш. 

Въ Главахъ II — У1 разсмотр'Ьнъ уже ц'Ьлый рядъ произ- 
вольныхъ проекщй, поддающихся простому геометрическому 
предстаыенш, именно: вс* перспективный (кром* стереогра- 
фическихъ), проеквди Постели, Брейзинга, Эри, квадратная, про- 
стая прямоугольная, равнопромежуточныя коничесюя и поликони- 
ческ1я. Остается еще описать некоторый изъ наибол-Ье любо- 
пытныхъ произвольныхъ проекщй, основанныхъ действительно 
на совершенно <произвольныхъ» началахъ. По самой сущности 
д^ла не можетъ быть и р'Ьчи о какой-нибудь общей теорш 
такихъ проекцШ. 

61. Проевщя Атана. П])офессоръ математики въ Инголь- 
штадгЬ, известный ученый Апгаиъ 
(1495 — 1552) издалъ въ В^н* въ 
1520 году карт)^ полушар1Я, много 
л^тъ считавшуюся наил}^шею. С*тка 
полушар1Я изображена на черт. 82 
и построена сл^дующимъ образомъ. 
Въ окружности произвольнаго рад1уса 
проведены два взаимно -перпенди- 
кулярныхъ Д1аметра, изображающ1е 
экваторъ и средшй меридханъ; оба 
щаметра разделены на равныя части, 
именно въ нашемъ случа* на 12 ^^^* 

равныхъ частей, для проведешя мерид1ановъ и па[)аллелей 
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IX. 



черезъ 15° по долгот* и широгЬ. Мерид1аны проведены 
въ вид* д)ть окружностей черезъ оба полюса и посл-Ьдова- 
тельныя точки д'Ьлен1я экватора, а параллели— въ вид* пря- 
мыхъ, параллельныхъ экватору, черезъ последовательный точки 
д^ленАЯ средняго прямолинейнаго мерид1ана. 

Чтобы сделать масштабы по среднему меридаану и по 
экватору главными, ращусъ основной окружности долженъ быть 
равенъ выпрямленной дут* четверти большого круга шара, т. е. 
долженъ равняться |^й, гд* В — радаусъ Земли въ глав- 
номъ масштаб*. Пусть такая окружность есть ЕР^^Р^ 
(черт. 83). Точки д*лен1Я О и К средняго мерид1ана и 
экватора для проведетя параллели съ широтою '^ и ме- 

рид1ана съ долготою X опреде- 
ляется йзъ пропорцШ: 

СО _ _^ 

СР ~ ^/2 

ск^ _ ±_ 
откуда, зам*чая, что СР = С^^ = 

=^/2^г 

со = в^ 

ск = в\ 

Прямая АВ, проведенная че- 
резъ точку О и параллельная экватору Е^^^ изобразитъ на 
проекцш параллель съ широтою ср, а дуга круга РКР^^ 
проведеннаго черезъ оба полюса Р ж Р^ л точку ^Г, пред- 
ставитъ на проекщи мерид1анъ съ долготою X. 

Выведемъ формулы для рад1уса меридаана и координатъ его 
центра. Соединимъ точку К съРж проведемъ касательную РИ 
къ мерпдхану РТКР^ точки Т въ полюс* Р, Назовемъ уголъ 
II РР^ черезъ X, и найдемъ связь этого угла съ долготою X. 

Такъ какъ уголъ II РР^ = Х^ изм*ряется половиною дуги 
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ТКР^, а уголъ КРР^ половиною дуги ^ГР, и ^^ ТК = 
= ^ КР,, то 

но с к — ЕК, СР = ^ В, следовательно: 

'*^ = | («1) 

Пусть $— центръ дуги меридаана РКР^; для вычислендя 
ея рад1уса р им-Ьемг изъ чертежа: 

р = ^Р = ^К = ^С -^^ СК = П^ ШдХ, ч- В\ 
Пользуясь тригонометрическою формулою: 

1 - ^^' ^ 



2 
со1д X, = ^^ — 



^г 



изам-Ьняя ^д-^ его вьфажешемъ (411), получаемы 

Если принять экваторъ и средни мерищанъ на проекщи 
за оси л:-овъ и у-овъ, то координаты центра ^ выходить: 

^, = -Л— ^у— у, = (413) 

Для изсл^довашя искажетй на проекщи опред-блимь уголъ, 
образуемый мерид1аномъ съ параллелью въ любой точк* Т. 
Если провести въ Т касательную къ меридхану РТК и на- 
звать уголъ между этою касательною и параллелью АВ черезъ 
90® -не, то легко сообразить, что е= ^Г^Я'. Для вычисле- 

в. Вятяовек!й.— Картографи. 25 
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шя угла 6 111г]Бемъ: 

Т8 ОС ДФ 

И, зам^^няя р его выражешемъ (412): 

8Хср 



згпг = -^ 



4Х» 



(414) 



Эта формула показываетъ, что е = О при X = О ж при 
<р = 0, т. е. мерид1аны пересЬкаются съ параиеляни пор» 
прямыми углами, и искажешй н1^тъ на среднемъ мерид1ан^& и 
на экватор'Ь. Искажешя непрерывно возрастаютъ съ удалешемъ 
какъ отъ средняго мерид1ана, такъ и отъ экватора. 

Въ сл1^дующей таблице приведены численный значешя 
угловъ б для разныхъ точекъ проекщи Ашана, вычисленный 
по формул1^ (414). 



15° 



30° 



45° 



60° 



75° 



90° 



90Р 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



о' 
о 
о 
о 
о 
о 
о 



15 41 

12 29 

9 20 

6 12 

3 6 
о о 



Зб°52' 
30 о 
23 35 

17 27 
II 32 

5 44 
о о 



53° 8' 
41 49 
32 14 
23 35 

15 28 

7 40 
о о 



67°23' 
5о 17 
37 59 
27 29 
17 55 
8 51 
о о 



79^36' 
55 3 
4о 59 

29 28 

19 8 
9 2б 
о о 



9о° о' 
5б 27 

41 49 
30 о 

19 28 

9 Зб 
о о 



Для построешя проекщи по точкамъ найдемъ выражешя 
для прямоугольныхъ координатъ х е г/ произвольной точки Т 
проекщи. Изъ чертежа 83 видно, что 



X 



или 



=: С8 = ^8 — ^С =рС08В — рС08Х, 



X 



соз^в 

^ сов г 



С08^ X, 
€08 к^ 



(а) 



61. 

НО 



С08^г 
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1 — 8гп^ 8=1 — 



а\а 



С05 8 = 2 С08^ -^ — 1 



С08 X, = 



2 



ж 



(тс'ч- 4Х») 



4Х' 



1-^^''^ 



тг* 



4Х' 



Пользуясь еще формулой (412) получаемъ: 

Е\ (тс' — 4ср*) 
X = — ^ -^—^ 

(тс* -ь 4Х') €08^ I — 4Х' 



(415) 
(416) 



Ордината у = 8Т = СО у т. е. 

у = -Вер 

Масттабг по меридгаиамъ {т) представляетъ отношете 
безконечно-малой дуги мерид1ана на проекцш (ре/е) къ безво* 
нечно-малой дуг* меридаана на поверхности шара {Вс^\ т. е. 



ш = 



р Лг 



но изъ формулы (414) им'Ьемъ: 



ол'бдовательно 



аг 8Х 

С08 8 -г- = -о 

«9 '^ -+- 



4Х* ~ р 



ш = 8ес г (^17) 

Въ нижесл'бдующей табли!^ приведены численныя значешя 
масштаба т для разныхъ точекъ проекцш Ашана. 



? 



0° 



15° 



30° 



45° 



00° 



75° 



90° 



90° 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



1.СХЮ 
1.00О 
1.000 
1.000 
1.000 
1ЮОО 
1.000 



1.057 

1.039 

1.024 
1.013 
1.00б 
1.001 
1.О0О 



1.250 
1.155 
1.091 

1.048 

1.021 
1.005 
1.000 



1.667 
1.342 
1.182 
1.091 
1.038 
1.009 
1.000 



2.б00 

1.5б5 I 

1 .269 
1.127 
1.051 
1.012 
1.000 ■ 



•544 
74б 

.325 

.149 
.059 

.014 

.ооо 



оо 
1.8о9 

1.342 
1.155 
1.0б1 
1.014 
1.000 

25* 
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Масштабъ по па/раллелямъ {п) выражается зд1&сь дробью: 

их 



п = 



В сов 9 дХ 

Изъ формулъ (414) и (415) нетрудно найти дифференци- 
ровашемъ, что 



и потомъ 



следовательно: 



йг 7г^ — 4Х^ 1д г 

Ж~ 7г^ ч- 4Х' "X" 

с1х _ В (тг* — 4^^) вес г 

(тс* — 49^) вес Ф вес г 
(тс^ н- 4Х') сов' I — 4Х^ 



4Х^ 



(418) 



Такъ какъ масгитабъ площадей (р) на разсматриваемой 
проекщи выражается произведенхемъ ш,п .созг^ то выходить: 

р = п (419) 

Вотъ численный значетя масштабовъ ^ и |? для разныхъ 
точекъ проекщи Ашана. 



0° 



15° 



30° 



45° 



60° 



75° 



90° 



90° 

75 

60 

45 

30 

15 

о 



1.273 
I. 



181 
III 
об1 
02б 

.007 
.ооо 



1.384 

1.250 

1.155 
1.082 
1.036 
1.009 
1.0ОО 



791 
473 
271 

141 

.059 

014 
ООО 



2.830 


5.959 


23.097 


1.884 


2.499 


3.230 


1-453 


1.664 


1.857 


I 221 


1-302 


1.368 


1.090 


1.118 


1.140 


1.021 


1.027 


1.032 


1.000 


1.000 


1.00О 



оо 
3.864 

2.000 
1.414 
1.155 

1.035 

1.000 



Изъ предыдущихъ формулъ и таблицъ легко видеть, что 
на экватор'Ь (? = 0): 

5 = ш=] п=^=1 



62: 



на полюс* (ср = 90"" = '^Ы) 

4тгХ 
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Л-7-^ ^ = 



7Г^ -ь 4Х^ 



л = I? = 47Г 
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4Х^ 



тс' н- 4Л' ' тс^ — 4Х^ 

на среднемъ меридан* (X = 0): 

на крайнемъ меридхан* (X = 90° = ^/г): 
2ср 



з\а 



(тс^ — 4Х^) 



зес^ 



згп г = - ' т = ,_ . 

тс ^/тс^ — 4(р' 



л = I? =5вС 9 



Бъ заключенье приведемъ еще таблицу наибольшаго иска- 
жен1я угловъ со на проекщи Апхана; эти углы для разныхъ 
точекъ проекщи вычислены по общей формул* (11). 





1 „о 


15° 


30° 


45° 


60° 


75° 


90° 


90° 


Ч°48' 


24°41' 


44° 19' 


б7°52' 


9б°54' 


134°12' 


18о° о' 


75 


9 30 


'9 5 


?4 II 


49 Ч 


б2 з6 


72 47 


78 55 


60 


6 2 


14 1б 


25 40 


35 43 


43 20 


48 14 


50 45 


45 


3 22 


10 6 


18 20 


24 58 


29 32 


32 9 


33 1б 


30 . 


I 30 


6 25 


II 47 


15 51 


18 зо 


19 53 


20 22 


15 1 


22 


3 8 


5 46 


7 42 


8 55 


9 31 


9 42 




! 








о 


о 












Хотя искажен1Я на проекщи Ашана достигаютъ довольно 
значительныхъ величинъ, гЁмъ не менЬе еще и теперь въ 
нЬкоторыхъ географическихъ атласахъ можно встретить ея при- 
м'Ьненхе для картъ Восточнаго и Западнаго полушархй. 

62. Пробкц1я Лорица. Швейцарск1й географъ Лорицъ 
(1488—1563) предложилъ почти одновременно съ Ашаномъ 
свою проекщю для изображенхя полушар1й. Въ его проекщи 
мерид1аны проводятся, какъ въ проекщи Ашана, т. е. они пред- 
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стаыяютъ дуги круговъ, проходяпця черезъ полюсы и равно- 
отстояпця точки д^лешя экватора; параллели же, проводимый 
въ вид'Ё прямыхъ, параллельныхъ экватору на проекщи, им^^ютъ 
друпя разстоян1я; именно, эти разстоянхя вычисляются у Лорица, 
какъ разстоян1Я параллелей на экваторхальной ортографической 
проекцш. На черт. 84 изображено въ проеквди Лорица одно 
полушархе съ меридаанами и параллелями, проведенными че- 
резъ 15° по долгогЬ и широтЬ. 
Для построешя меридаановъ слу- 
жатъ формулы (411) — (413) про- 
екщи Атана. Разстоянхя паралле- 
лей отъ экватора на проекцш опре- 
дйияются уравнешемъ, подобнымъ 
уравненш (44) экваторхальной 
ортографической проекцш: 




7Г 



У = ^В8гп^ 



(420) 



Черт. 84. 



Чтобы ВЫЧИСЛИТЬ уголъ 8,обра- 
зуемый касательною къ меридаану 
въ любой точк* проекцш со среднимъ прямолинейнымъ мери- 
Д1аномъ, им'Ьемъ изъ чертежа 83: 



8%П 8 = 



У 



подставляя сюда вм'Ьсто у и р ихъ выражен1я (420) и (412), 
получаемъ: 

А'кк згп 9 



згп е = 



7Г^ 



4к' 



(421) 



На проекщи Лорица, какъ и на проекщи Ашана, углы 8 
равны нулю на экватор* и на среднемъ меридан* и непре- 
рывйо возрастаютъ съ удалешемъ отъ нихъ, что ясно видно 
изъ прилагаемой таблицы численныхъ величинъ г для разныхъ 
точекъ проекщи. 
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90Р 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



15° 



30° 



45° 



о" 

о 

о 

о 

о 

о 

о 



18^55' 

18 15 

1б 19 

ч ч 

9 20 

4 49 
о о 



36^52' 
35 25 

)1 18 
25 6* 

17 27 

8 5б 
о о 



53" 8' 
50 36 
43 5» 
34 27 
23 35 
II 57 
о о 



60° 



67°23' 
63 5 
53 4 
4о 45 
27 29 
Ч 49 
о о 



75° 



79^37' 
71 49 
58 25 

44 4 

29 28 

Н 45 
о о 



90° 



90" 

75 

6о 

45 
30 

15 

о 



Для построешя проекщи по точкамъ им-Ьемъ зд-Ьсь, какъ 
и въ предщущей проекщи, формулу (а) на стр. 386: 

со8^ е — со8^ X, 

X — о т-^ 

^ С08 8 -Ь С08 А, 

Радаусъ р и уголъ X, опред'Ьляются формулами (412) и 
(411) § 61; для угла же е надо брать формулу (421), и тогда, 
поел* простыхъ преобразован1й, получается: 



X = 



(тс^ н- 4Х^) С08' 2 — 4Х^ 



(422) 



Ордината у вычисляется по формул* (420). 

Масишшбъ по мерпдганамд (т) определяется формулою: 

р с1г 
В Л^ 

Дифференцируя уравнете (421), им-Ьемг: 



с1г 47гХ С08 ср т: К 
С08 г ^:^ = ^2— — 7^ = -^ С08 9 



и потому: 



Ф^ 



4Х^ 



тс 



ш = ^ С08 ^ 8есг 



(423) 



Въ следующей таблиц* приведены численный значенхя мас- 
штаба т для разныхъ точекъ проекщи Лорица. 
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Ч X 
? ч 


0° 


15° 


30° 


45° 


60° 


75° 


90° 


90» 


о.ооо 


0.000 


0.000 


0.000 


0.000 


0.000 


1.571 


76 


0.407 


0.428 


0.499 


0.641 


0.898 


0.303 


1.571 


60 


0.785 


0.8x8 


0.919 


1.089 


1.307 


1.499 


1.571 


46 


1.111 


1.141 


1.227 


1-347 


1.466 


1.546 


1.571 


30 


1.360 


1-379 


1.426 


1.484 


1-533 


1.562 


1.571 


16 


1.517 


1.523 


1.536 


1.551 


1.563 


1.569 


1.571 





1.571 


1.571 


1.571 


1.571 


1.571 


1.571 


1.571 



Для масшпшба по параллелямб {п) изъ гЬхъ же сообра- 
жешй^ какъ въ проекцш Атана (см. стр. 388), подучаемъ: 



п = 



тс^ С08 ср вес г 



{е 



4Х») С08* 2 — 4>>' 



(424) 



богь таблица численныхъ значетЁ масштаба п ддя раз- 
ныхъ точекъ проекцш. 





0° 


15° 


30° 


45° 


60° 


75° 


90° 


90° 


0.000 


о.ооо 


0.0ОО 


0.000 


0.000 


0.000 


оо 


75 


0.259 


0.280 


0.354 


0.528 


0.945 


1.989 


3.864 


60 


0-500 


0.532 


о.6з7 


0.838 


ыб9 


1.6оо 


2.000 


45 


0.707 


0.737 


0.824 


0.963 


1.131 


1.292 


1.414 


30 


0.866 


0.884 


0.932 


0.997 


1.0бз 


1.117 


1.155 


15 


0.966 


0.971 


0.984 


1.001 


1.016 


1.028 


1.035 





1.000 


1.000 


1.000 


1.00О 


Г. 000 


1.000. 


1.000 



Наконецъ, для масштаба площадей {р\ Еоторый зд1^сь 
не равенъ масштабу тг, им*емъ формулу: 



7Г 



И сл*дующ)то таблицу его численныхъ значенШ: 



(425) 
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15° 



30° 



45° 



60° 



75° 



90° 



90° 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



о.ооо 

0.105 

0.393 
0.785 
1.178 

1.466 
1.571 



0.000 
0.114 

0.418 
0.818 

1.202 

Ь473 

1.571 



О.0ОО 

0.144 
0-500 

0.915 
1.267 
1.494 

1.571 



0.000 
0.215 

0.658 

1.070 

1-359 

1.519 
1.571 



0.000 

0.384 

0.9x8 

1.257 

1.446 

1.542 
1.571 



о.ооо 
о.8о9 

1257 

1.436 
1.520 
Ь559 

1.571 



57^ 
571 
571 
571 
571 
571 
571 



Изъ предыдущихъ формулъ и таблицъ видно, что на эква- 
тор* (ср = 0): 





■'С 
е=0 т=2 




на 


полюсЬ (<р = 90° = ''/2): 




4тсХ ^ 




на 


средаемъ меридаайЬ (X = 


0) 



п= 1 



п 



тс 



8 = 



ТС 



т = ^ С05 ср л = С05 9 
на крайнемъ меридхан'Ь (X = 90° = ^/2): 



Р = 



р = 



р = -^ С08' 9 



е = ср 



тс 



тг = 5ес 9 р = 



т = ^ 

Для наибольшаго искажетя угловъ (со) по общей формул* 
(11) им'Ьемъ следующую таблицу: 



X 



15° 



30° 



45° 



60° 



75° 



90° 



90Р 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



25°39' 
25 39 
25 39 
25 39 
25 39 
25 39 
25 39 



50*^57' 
30 з6 
29 39 

28 20 
27 О 
2б I 
25 39 



43°37' 


60*^49' 


84 3 


42 20 


57 45 


75 47 


38 57 


49 59 


6о 18 


34 30 


41 8 


4б 14 


30 7 


33 17 


35 25 


2б 52 


27 43 ^ 


28 15 


25 39 


25 39 


25 39 



120^27' 

9б 20 I 

68 6 I 

48 5б 

Зб 12 

28 24 I 

25 39 I 



18о^ о' 

112 50 

72 4 

49 21 

35 54 

28 14 

25 39 
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На экватор* и по среднему меридаану 5Толъ (о можно вы- 
числять по формул*: 

Для вычислен1я этого угла для точекъ, лежащихъ на край* 
немъ' мерид1ан*, им*емъ: 



8гп — = ]/ — г^ (427) 

V тс* ч- 47Г ч- 4 вес ф ^ ' 



««-2 



О) 

2 ~ V тс* ч- 47Г ч- 4 зес^ ср 

Любопытно, что, хотя при (р = 90°, т = О и п = О, но 
для наибольшаго искажен1я угла (со) на полюс* получается 
вполн* определенное выраженхе: 

— 1 АЧ^'—4Х*>ь4)—1ТтсЧ*(Х^— 1)4-641^— 4тс(тс*"^^^^^ .^ 
-у тг^(тс2_4Х*ч-4)— 16тсЧЧХ' — 1)н-64Х«ч-4тс(тс^— 4Х^)*^*'**' 

Проекщя Лорица нын*, кажется, нигд* не применяется. 
Она приведена лишь для сравнен1я съ проекщею Ашана, съ 
которою ее иногда см^шивають. 

вЗ. Шаровая проекц1я. АнглШсюй картографъ и издатель 
картъ Арроусмизсъ (1750 — 1823), зам^тинъ значительный 
искажен1Я на полушаргяхъ, составленныхъ по проекщямъ Апхана 
и Лорица, предложилъ строить въ вид* круговыхъ дугъ не толь- 
ко мерид1аны, но и параллели; справедливость заставляетъ 
однако заметить, что Арроусмизсъ только ввелъ новую проек- 
вдю въ общее употреблен1е и назвалъ ее гиаробой (ё1оЬи1аг), 
самое же построеше придумано гораздо раньше, еще въ 1642 г., 
итальянскимъ докторомъ Богослов1я Еиколози (1610 — 1670). 

Шаровая проекщя чертится следующимъ образомъ. Въ кр)тЬ 
произвольнаго рад1уса (въ зависимости отъ желаемой степени 
уменьшен1я) проводятъ два взаимно-перпендикулярныхъ дха- 
метра, изображающихъ экваторъ и среднШ меридханъ. Каждую 
четверть окружности и всЬ четыре радхуса делить на не- 
сколько равныхъ частей, сообразно густогЬ сети, напримеръ. 



вз. 
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какъ на черт. 85, на 6 равныхъ частей, для проведешя ме- 
рид1ановъ и параллелей черезъ 15° по долгогЬ и широгЬ. Поел* 
этого проводить дуги круговъ по тремъ даннымъ точкамъ: ме- 
рид1аны— черезъ оба полюса и одну изъ точекъ д*лен1я эква- 
тора, а параллели — черезъ соотв'Ьтствуюпця точки д'Ьлешя 
основного круга и средняго меридхана. Понятно, что центры 
мерид1ановъ должны лежать на прямой, изображающей эква- 
торъ, а центры параллелей — на пря- 
молинейномъ меридаан* РР^ (или на 
ихъ продолженхяхъ). 

Такое чисто геометрическое по- 
строеше можно заменить проведенхемъ 
мерид1ановъ и параллелей при помощи 
вычисленныхъ для нихъ рад1усовъ 
и положен1й центровъ. 

Пусть окружность РЕ^Р^Е (черт. 
86) съ центромъ въ точк* О изобра- 
жаетъ мерищанъ, ограничивающШ про- 
ектируемое полушар1е; чтобы средни 
меридаанъ РР^ и экваторъ ЕЕ^ представлялись въ главномъ 
масштаб*, радаусъ этой окружности долженъ равняться вы- 
прямленной дуг* четверти земного меридтана, т. е. должно быть: 

гд* ^ — радаусъ земного шара въ принятомъ главномъ мас- 
п1таб'Ь. Проведемъ по описанному выше способу меридханъ 
РМЕР^ съ долготою X и параллель АМС съ широтою ?• 
Точка ихъ пересбчешя (Л/) изобразить на проекщи точку съ 
географическими координатами >^ и ср, при чемъ долгота X счи- 
тается отъ средняго прямолинейнаго меридаана РОР^. Выше было 
уже замечено, что центры вс*хъ мерид1ановъ и параллелей на про- 
екщи лежать соответственно на прямыхъ ЕЕ^ и РР^ или на 
ихъ продолжен1яхъ. Пусть центръ меридхана РМЕР^ оказался 
въ точк* Т, а центръ параллели АМВС — въ точк* /8^. Соеди- 



Черт. 85. 
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IX. 



нимъ Т (уь М^ Р Е 8 прямыми ТМ, ТР и Т8у проведемъ 
изъ /§" сЬкущхя 8МШ "А 8АВ^ опустимъ изъ М перпендику- 
ляръ М& на прямую ЕЕ^ и проведемъ хорду РР^. 

Для вычислешя радхуса р = ТР меридхана съ долготою X 
и разстояшя ^ его центра Т отъ точки О найдемъ сперва 
вспомогательный уголъ РТО = Х^; такъ какъ въ круговой 
дугЬ РМРР^ уголъ РТР центральный, а уголъ РР^Р 
вписанный, то ^ 

^ рр,Р = ^ 

^ , к ор 



По условш построешя ОР = Е\ а ОР^ = | -^? по- 
этому: 5^^ 2Х 



(9 



тс 



(429) 



Это равенство применялось уже въ проекщяхъ Ап1ана (411) 
и Лорица, на которыхъ законъ проведетя мерид1ановъ тотъ же. 

Теперь изъ прямоугольнаго треугольника ТРО легко 
получить: 

р = I й созес \, (430) 



Я = ^и со1д \, 



(431) 



Сл-Ьдующая табличка даетъ вспомогательные углы Х^, вычи- 
сленные по формул* (429), а также рад1усы р и разстоян1я 
^ по формуламъ (430) и (431) для мерид1ановъ черезъ 15° 
по долгогЬ и при Я=1, 



X 


0° 

1 


15° 


30° 


45° 


(>0° 


75° 


90° 


^. 


0° о' 


18°55' 


5б°52' 


55° 8' 


б7°25' 


79°37' 


90° о' 


р 


оо 


4-845 


2.618 


1.964 


1.702 


1-597 


1-571 


я 


оо 


4.581 


2.094 


1.178 


0.655 


0.288 


О.0О0 
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Вычислеше радхуса р, = аУ^ параллели АМВС съ широ- 
тою ср и разстоян1я ^ центра ея аУ отъ точки О несколько 
сложнее. Проведя хорды АР и АВ, им*емъ непосредственно 
изъ чертежа: 

^ РАВ = ^ 8АВ — ^ 8АР (а) 

Если обозначить )толъ А80 черезъ О, то по равнобедрен- 
ности треугольника Р8А: 

А 8АВ = 90° — 2 {Ь) 

Дал*е, по условш по- 

строешя А. АОЕ^ = % 

такъчто ^РОА=Ж— 

-ср, и по равнобедренности 

треугольника РОА: 



/. РАО = 45° 



1 

2 




И, обозначивъ А ОАВ 
буквою т, 

^ 8АР = 180° — 7 — 

-(45°Ч-|) (с) Х1ер,.86. 

Изъ треугольника (9аУА съ вкЬшнимъ угломъ ОАВ = у. 
-^ = 90° — ср -ь в 



откуда: 



I = 45° -+- 



2 



(й) 



Подставивъ (йГ) въ {с% а загЬмъ (6) и (с) въ (а), полу- 
чимъ поел* сокращенШ: 



^РА^ = ^ 
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Кром* того, уголъ РАР„ какъ вписанный и опираюпцйся 
на дааметръ, прямой, такъ что 

^ р,Ав = 90° — I 

и изъ треугольниковъ РАВ и Р^АВ: 

ПЛ вгп ^ = РВзгп ( 45° -ь -|^ = Р1) ш ( 45° — |] (е) 

ВАсо8^= Р,В 8гп{ 45° — 1 ) (Л 



гд* 



7Г 



РВ = РО — ВО ^ ^ В — Е^ 

Р,В ^Р.О-^ВО ^^Е-^- В^ 

Посл-Ь д-Ьдешл (е) на (/) получаемъ следующую простую 
формулу для вычислешя вспомогательнаго угла у. 

Зам*тимъ, что для ср = 90° вторая часть этого уравнен1я 
обращается въ неопред'Ьленное выражеюе вида О.оо; однако, 

легко раскрыть истинное значенхе его, равное | . 

Наконецъ, изъ уравнетя (йГ) прямо получаемъ формулу для 
вычислешя угла 6: 

6 = ^ _ (90° _ ср) (433) 

Теперь изъ треугольника 08 А легко получается: 



р, _ агп (90° — 


?) 


АО ~~ агп Ь 




АО ~ вгп 6 
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откуда 






8%П 6 



(434) 
(435) 



Об'Ё эти формулы приспособлены къ логариемическимъ 
вычислешямъ, но изъ нихъ недостаточно ясно видно, что вели- 
чины р, и 3^ зависятъ только отъ широты ср; поэтому выве- 
демъ для этихъ величинъ еще друпя формулы, гд* указанная 
зависимость очевидна. Непосредственно изъ чертежа 86-го: 

8 А' = 80^ -+- ЛО^ — 280. АО. ш 80 А 
8В = 80 — ВО 



т. е. 



Р,' = 9' 



-кЩ 8ш 9 



р, = д - Б? (436) 

Исключивъ изъ рухъ посмгЁднихъ уравнешй величину р^, 



подучаемъ 



В 



Я = 



(437) 

1С 8гл 9 — 2ср 

Въ сл'Ьдующей таблиц'Ь приведены численный значен1я 
вспомогательныхъ угловъ у и 6, а также рад1усовъ р^ парал- 
лелей и разстояшй д ихъ центровъ отъ центра проекщи черезъ 
15'' по широгЬ и при ^ = 1. 



9 



6 



90° 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



б9 15 
73 29 
77 39 
81 47 
85 54 
90 о 



64^58' 
54 15 
43 29 
52 39 
21 47 
10 54 
о о 



0.000 

0.501 

Ы41 

2.059 

3.665 

8.025 

оо 



1.571 
1.810 

2.189 

2.844 
4.189 
8.287 

оо 



400 ПРОИЗВОЛЬНЫЯ ПР0ЕКЦ1И. IX. 

Первымъ признакомъ искажешя очертатй на проекцш слу- 
жить неперпендикулярность мерид1ановъ и параллелей. Уголъ 
между мерид1аномъ и параллелью на проекщи есть уголъ между 
касательными къ мерид1ану и къ параллели въ произвольной 
точк'6 М. Такъ какъ мерищаны и параллели на шаровой 
проекцш суть дуги круговъ, то такой уголъ равенъ углу между 
рад1усами МТ и М8. Изъ черт. 86 видно, что этотъ уголъ 
тупой, а не прямой, 

Назовемъ уголъ ТМN черезъ 90°— е^ гд* величина е и слу- 
жить м-Ьрою искажен1я угловъ, образуемыхъ меридаанами съ па- 
раллелями на проекцш. Чтобы вывести выраженхе для угла е, опу- 
стимъ изъ точекъ Т и О перпендикуляры Т^ и ОК на хорды 
NN и АВу который разд'Ьлятся точками Ъ ш К пополамъ. 
Изъ прямоугольныхъ треугольниковъ ТМЪ я ОАК им-Ьемь: 

8гпг = — (д) 

АК 

Прямыя дУР^ и 8N суть сЬку Щ1Я въ окружности РМNI' Р^ , 
проведенный изъ внешней точки 8^ поэтому: 

8М.8К = 8Р.8Р, 

но отрезки 8М^ 8Р и аУР^ - величины постоянныя для 
каждой точки параллели АМВС^ сл'Ьдовательно, сЬкущая 8Ы 
и самая хорда NN тоже величины постоянныя для всЬхъ 
точекъ каждой параллели, такъ что должно быть: 

МN = АВ 

^ МЬ = АК 

Разд'Ьливъ теперь равенства {д) и {к) другъ на друга, 
пользуясь посл1>днимъ равенствомъ и зам^Ьняя р его выраже- 
темъ (430), получаемъ: 

5ш г = С05 X ^^^ ^1 (438) 



С08 Т 
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Въ сл'6д)ющей таблиц^^ приведены значен1Я угла е для 
разныхъ точекъ шаровой проекщи. 





0^ 


16^ 


30° 


46° 


60° 


76° 


90° 


90° 


о° 0' 


7' 53' 


14^43' 


19°47' 


23° 0' 


24° ЗЬ' 


25° 2' 


76 





6 з6 


12 1б 


1б 28 


19 5 


20 24 


20 45 


60 





5 18 


9 50 


Ч 9 


15 Ч 


хб 15 


1б 31 


46 





3 39 


7 22 


9 51 


II 23 


12 9 


12 21 


30 





2 39 


4 55 


6 34 


7 35 


8 5 


8 13 


15 





I 20 


2 28 


3 »7 


3 47 


4 2 


4 6 














о 


о 









Остается еще найти н'ёскольбо вспомогательныхъ величинъ, 
облегчающихъ вычислеше координагь отд'Ьльныхъ точекъ про- 
екщи и выводъ частныхъ масштабовъ по мерид1анамъ и по 
параллелямъ. 

Обозначивъ уголъ Т80 (черт. 86) черезъ а, им*емъ изъ 
прямоугольнаго треугольника Т80: 

ТО Я 
^^'=80 = -^ 

откуда, пользуясь формулами (431) и (435): 

Вотъ численныя значен1я угла а для разныхъ точекъ проекцш. 



9 X 


0° 


15° 


30° 


45° 


60° 


75° 


90° 


90° 


90° о' 


71° 5' 


53° 8' 


36° $2' 


22°37' 


10°23' 


0° о' 


76 


90 о 


68 27 


49 ю 


33 4 


^9 53 


9 2 





60 


90 


б4 28 


43 44 


28 18 


1б 39 


7 30 





45 


90 


58 10 


Зб 22 


22 30 


12 58 


5 47 





30 


90 


47 34 


2б 34 


15 42 


8 53 


3 5б 





15 


90 


. 28 5б 


14 II 


8 5 


4 31 


1 59 








— 














о 
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Назовемъ углы М80 и МТО соответственно черезъ а 
и р; для вычислешя ихъ им-Ьемъ изъ треугольника Т8М: 

8гп (а -I- а) _ р 
созг "" Т8 

^?ш(90° — а — Р) _ р, 
С08г ~ Т8 

но Т8 = ^ = ^ ; подставляя еще вместо ^, д, р 1и р1 
ихъ выражешя (431), (435), (430) и (434), получаемъ: 

. , , згпасозг 
вгп (а -4- а) = ;5 — 

(440) 

^, С08 созг С08^ 

соз (а -I- В) = -. ~ 

^^ 8т 7 

Первая изъ этихъ формулъ даетъ при X = 90° неопреде- 
ленное выражен1е (а = 0, Х^ = 90°); истинное же значете 
угла а для крайняго мерид1ана равно 6, что видно изъ чер- 
тежа 86, но можетъ быть найдено и аналитически. Действи- 
тельно, зам*нивъ соз Х^ его выражешемъ изъ (439), пол)^имъ: 

. , ^ соз о созг згп б 

згп (а -н а) = — ^ :— т — 

^ ^ 8гп1[ . згп Л, 

При а = О И Х^ = 90° это равенство обращается въ сле- 
дующее: . ^ 

созг згп Ь 

згп а = г 

згп у 

а такъ какъ при совпадеши точки М съ точкою А уголъ 
90° — 8 = 7, то со8г = 8гп'{, и потому для крайняго мерищана: 

а = Ь 

Если приходится вычислять углы а и р для многихъ то- 
чекъ, какъ, напримеръ, это было сделано для приведенныхъ 
ниже таблицъ, то весьма полезно иметь какую-нибудь поверку. 
Такою поверкою можетъ служить замечательная по простоте 
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СВЯЗЬ между углами а, ^ и е: 

р — а = 3 (441) 

Эту связь легко вывести изъ треугольника 18МЖ(чщ. 86)^ 
въ которомъ /^8ЛМ = Ж-^ = Ж-г-а, 

Таблиид угловъ а. 



0° 



15° 



30° 



45° 



60° 



76° 



90° 



90° 
76 
60 
45 
30 
15 
О 



о" 

о 

о 

о 

о 

о 

о 



11^^ 2' 

9 ю 

7 19 
5 28 

3 38 
I 49 
о о 



22° Ю' 
18 23 

14 38 

10 57 

7 17 

5 38 

о о 



33^20' 

27 37 

22 О 

гб 2б 

10 55 

5 27 

о о 



44°23' 
Зб 48 

29 18 
21 54 

14 34 
7 1б 

о о 



55" I' 
45 44 
Зб 30 
27 19 
18 II 

9 5 
о о 



б4°58' 
54 15 
43 29 
32 39 
21 47 
10 54 
о о 



Таблица угловъ р. 



15° 



30° I 45° 



60° 



75° 



90° 



90° 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



о" 

о 

о 

о 

о 

о 

о 



18^55' 

15 4б 

12 37 

9 27 

6 17 

3 9 
о о 



Зб°52' 
Зо 39 

24 28 

18 19 

12 12 

6 6 

О о 



53" 8' 
44 5 
55 9 

2б 17 

17 29 

8 44 
о о 



67°23' 
55 53 
44 31 
33 17 

22 9 

II 4 

о о 



79^37' 
66 8 

52 44 
гя 28 

2б Хб 

13 8 
о о 



90° о' 
75 о 
6о 

45 
30 

15 

о 



При построены с*тки шаровой проекцш въ крупномъ мас- 
штаб*, наприм1>ръ, для сгЬнныхъ полушарШ, трудно проводить 
мерид1аны и параллели циркулемъ; для малыхъ долготъ и ши- 
ротъ вычерчиван1е ихъ затруднительно и въ мелкомъ масштаб*. 
Въ такихъ случаяхъ приб'Ьгаютъ къ построетю проекщи по 

26* 
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точкамъ. Есш принять экваторъ за ось л?-овъ, а средтй ме- 
рид1анъ за ось у-овъ, то прямоугольный координаты хну 
люШ точки проекщи вычисляются по формуламъ (см. черт. 86): 

а? = р 81п а 

. о т) 

у =^ р . згпр 

Величины р, р,, а и р можно брать изъ пом*щенныхъ 
выше таблицъ (стр. 396, 399 и 403), а въ случа* бол*е 
густой сЬтки— вычислять по формуламъ (430), (434) и (440). 



Обратимся теперь къ выводу формулъ для масштабовъ по 
меридаанамъ и параллелямъ. 

Пусть ВМ и В^М^ (черт. 87) представляютъ дуги двухъ 
безконечно-близкихъ параллелей съ радхусами 81) = р, и 
8^1)^ = р1-*-й?р^, соотв'Ьтствующихъ широтамъ 
ср и ср — б?ср, а ^ и М^ — дв* точки этихъ па- 
раллелей, лежащ1я на одномъ мерид1ан* съ дол- 
готою X, считаемою отъ средняго прямолиней- 
наго меридаана /80. 

Масгатабъ по меридханамъ (т) выражается 
отношен1емъ безконечно-малой дуги ММ^ на 
проекщи къ безконечно-малой дугЬ Е &^ ме- 
рид1ана на поверхности шара, т. е. 

ММ, 

Черт. 87. ^ = Б^ <^> 

Принимая безконечно-малую дугу ММ^ за прямую, им-Ьемъ 
изъ чертежа: 

ММ, = КМ, вес г 

^Д* КМ, = 8,М, — КК — N8, 

но, съ прежними обозначен1ями и считая NК=8М^ 

8,М, — NК =ар, 

N8, = й^ С08 а 
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такъ что ^^^^^^ ^ ^^^ _ ^^ ^^ ^^ ^^^ ^ 

При перехо;тЬ отъ точки Ж къ точк* М^ широта умень- 
шается, поэтому въ формул* (т) приращете й?ср надо считать 
отрицательнымъ, и выходить: 

Дифференцируя формулы (436) и (437), им4емъ: 

^? _ 2? — 2 Лср — ТСд С08 9 _ 2р, — ТГ} С(?5 ср 

с1^ 7г 8ш 9 — 2ф тс вёл ср — 2^ 

Зам'Ьнивъ еще сова на 1 — 2 зт^ | , получимъ оконча- 
тельно следующую формулу для масштаба по меридганамъ: 

По этой формул* можно вычислять масштабъ т для вс*хъ 
точекъ проеквди, кром* точекъ на экватор* и полюса, гд* 
формула даетъ неопред'Ьленныя выражен1я. Для точекъ экватора 
уголъ я = О, а для весьма малыхъ гаиротъ можно считать: 

т . , ОС ^г^x^ 

а = — и $%п* -^ = 



д 2 4?^ 

Вставляя это значенхе вгп^ | въ формулу (444) и поль- 
зуясь выражешями (436) и (437), получимъ: 

[ 2 (7ГС05Ф — 2)Х' 4йфХ' . ] 

[ 7г' — 4ср^ г (^—49)1 

Для экватора ф = 0, д = оо и е = 0; следовательно, мас- 
штабъ по мерид1анамъ на экватор* выходить: 

^. = 1 _,. ^-^^^ Х> (445) 
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Чтобы найти истинное значеше масштаба т у полюса, зам^^- 
нимъ въ формул* (444) величину р, его выражешемъ (434); тогда 



ш = 1 -ь 



2ТС / Д \ С08 

В \^ згп 6/ 7г згп ср 



9 



2^ ^^^ 2] '^^ ^ 



Истинное значете величины д^ при ср = 90° по формул* (437) 

равно I ^, а дроби ^ я^Гф'^гф °Р^ * — ^^° Р^^^ ^, и потому 
масштабъ по меридаанамъ у полюсовъ выходить: 



т 



=Ь-^^(1-.та)^^^^Ь^^ 



(44в) 



Въ следующей таблиц* приведены численный значешя мас- 
штаба т для разныхъ точекъ шаровой проекцш черезъ 15° 
по широт* и долгот*. 



\. X 



16° 



30° 



45° 



60° 



76° 



90° 



90° 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 



1.023 
1.021 
1.019 
1.0X8 
1.017 
1.016 
1.016 



1.090 
1.082 
1.076 

ьоуо 

1.067 

1.об4 

1.0бз 



191 
177 
1б5 

мз 

144 
143 



1.314 

1.296 

1.281 

1.269 

1.2б1 
1.255 
1.2$4 



444 
430 
4x8 
409 

402 

398 
39б 



1.571 

1-571 

1.571 

1.571 

1.571 
1.571 
1.571 



Перейдемъ теперь къ выводу формулъ для вычислен1я мае- 
штаба по параллелямь {п). Пусть круговыя дуги Р1^ и 
РЖ^ (черт. 88) изображаютъ два безконечно-близкихъ мери- 
Д1ана на проекщи съ долготами X и 1 — с1\ радаусами МТ 
^ М^Т^ ж центрами Т и 1\. 

Масштабъ по параллелямъ {п) выражается отношешемъ 
безконечно-малой дуги ММ^ на проекщи къ безконечно-малой 
дугЬ К €08 9 й?Х на поверхности шара, т. е. 

_ ММ, 
"" В С08^ ЛХ 



вз. 
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Принимая безконечно-малую дугу ММ^ за прямую, им*емъ 

изъ чертежа: 

ЖЖ, = МК . 8ес 8 

^^* МК=МТ — КТ = МТ — {М,Т, — N1,) 

потому что съ точностью до малыхъ величинъ второго порядка 
КТ= М^В. Съ прежними обозначешями им*емъ: 

МТ — М,Т, = сгр 

N1, = — ад.соз^ 

ММ^ = (с^р — С08^ . д<^) вес е 



такъ что 
и 






$есг 

В С08<р 

Изъ прямоугольнаго треугольника ТРО чертежа 86: 



(«7) 



р'-в- = (|д)' 



откуда 



Ж 



0_йЯ 
р ей 

Изъ того же чертежа видно, что 

р, 8гп а 



С08^ = — 




КР" 



Черт. 88. 



Наконецъ, дифференцировате формулы (431) и логариема 
(429) даетъ: 

д^ _ тсЕ с?Х, ^, _ 8гп X, 

Ж ~~ 2~8гп% ~ак ^ Ж ~ ~Г~ 
Вставляя ВС* эти величины въ формулу (447), получаемъ: 

тер, згп а 8ес е 
2Хр 8гп X, С08 ср 

и заменяя зд'Ьсь р и р^ ихъ выражешями (430) и (434): 

тг 8гп а 8ес е 



п 



2Х 8гп 6 



(448) 



408 произвольный провкцхи. IX. 

По этой формуле можно вычислять масштабъ п для всЁхъ 
точекъ проекцш^ кром^^ точекъ^ лежащихъ на экватор1^ и по 
среднему меридаану, для которыхъ она приводить къ неопре- 
д*леннымъ выражен1ямъ. На экватор* уголь а = О, а для 
весьма малыхь широтъ можно принять: 

ЯХ 
8гп а = 

зам'Ьнявь рад1усь р^ его выражешемь (434), получимь: 

2Х 8гп 8 
згп а = 

тс С05Ср 

Подставивь это значеше зт а вь формулу (448), им*емъ 
для точекь съ весьма малыми широтами: 

зесг 

п = 



€08^ 

а для точекь самого экватора: 

п = 1 (449) 

чего, впрочемь, и следовало ожидать изь способа построен1я 
проекщи. 

Несравненно труднее раскрыть истинное значеше выраже- 
шя (448) для точекь средняго мерид1ана, гд* а = О, X = О, 
Х^ = О и 6 = 0. Если вь первой изь формуль (440) разло- 
жить С08 в Е со8\ вь ряды И ограничиться при малыхь е и Х^ 
лишь первыми румя членами разложенШ, то получится: 

згп (о -^ а) ^= згп о 1\ — "о" "^ ~о~ 1 

Сь тою же степенью точности формула (438) даеть: 
г' = С08^ у . X,' 
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сл1^довательно: 

згп а С08 а -ь- С08 о 8гп а =: 8гп а II н — ^ 8гп^ ^ ) 

Разд*ливъ об* части этого уравнеюя на зт а, пользуясь 
формулою (439) и ограничиваясь опять тою же степенью точ- 
ности въ разложен1яхъ соза^ згп а и /^Х^, получимъ: 

а' — 2Х, -^?Ц а -1-. Х,^ згп' у = О 
^ згпЬ ^ * 

При весьма малыхъ долготахъ X формулу (429) можно за- 
менить бол-Ье простою: 

при чемъ предыдущее квадратное уравнеше относительно )тла а 

приметь видъ: 

8Х 8%пу 16 X' . , 
а* г— ^ а ч =— згп т = О 

и даетъ корни: 

4Х . 6 

а, = — згп 7 со{д к 

4Х . 8 

а, = -згпт1д^ 

Если эти корни подставить въ формулу (448), въ которой 
по малости угловъ а и е при малыхъ долготахъ X можно при- 
нять зта = а и зесг = 1^ то для масштаба п на среднемъ 
мерид1ан* получатся два выражешя: 

згп 7 згп ^ 

п, = — ^ и «,= ^ё- 

згп' ^ соз ^ 

Первое выражен1е даетъ для экватора, гд* 6 = О, п^ = оо , 
тогда какъ на экватор* л = 1, и потому первый корень зд^сь 
не годится. Такимъ образомъ для точекъ средняго мерищана, 
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т. е. при X = О, масштабъ по параллелямъ можетъ выражаться 
только вторымъ корнемъ, именно: 



п = 



^'2 



(450) 



Въ следующей таблиц* приведены численныя значетя мас- 
штаба п для разныхъ точекъ шаровоЁ проекцш. 





0° 


16° 


30° 


45° 


60° 


75° 


90° 


90° 


1.273 


1.280 


1.291 


1.289 


1.258 


1.193 


1.104 


75 


1.181 


1.185 


1.193 


1.191 


1.171 


ызо 


1.069 


60 


1.111 


1.114 


1.118 


1.118 


1.10б 


1.о8о 


1.043 


45 


1.0б1 


1.0б2 


1.0б5 


1.об4 


1.058 


1.044 


1.024 


30 


1.026 


1.027 


1.028 


1.028 


1.025 


1.019 


1.010 


15 


1.007 


1.007 


1.007 


1.007 


1.0Об 


1.005 


1.003 





1.000 

1 


1.000 


1.000 


1.000 


1.000 


1.000 


1.000 



Приведемъ еще таблицы масштаба площадей (р) и наиболь- 
шихъ искажетй угловъ ((о), вычисленныя по общимъ форму- 
ламъ (24) и (И), въ которыхъ надо подставить в = 90° -н е. 

Таблица масштабоеъ площадей (р). 



15° 



30° 



45° 



60° 



75° 



90° 



90° 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



1.273 
1.181 
1.111 
1.0б1 
1.026 
1.007 
1.000 



297 
202 

,079 
043 

1.023 
1.016 



1.361 
1.2б1 
1.185 
1.130 
1.092 
1.071 
1.0бз 



1.445 

1-345 

1.268 
1.211 
1.173 
1.150 
1.143 



521 

434 
367 
3x6 

281 
2б0 

254 



1.567 

1.514 
1.471 

1.438 

1.415 
1.401 

1.396 



1.571 
1.571 
1.571 
1.571 
1.571 
1.571 
1.571 
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Таблиид наибольшихъ иснашвнШ углоеъ («о). 




15^ 



30° 



45° 



60° 



76° 



90° 



90Р 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



9 ?о 
6 2 

3 23 

I 30 

о 22 
О О 



15° 3' 

10 47 

7 20 

4 40 

2 43 

I 2б 

о 54 



17^45' 

13 33 

10 7 

7 24 

5 21 
4 I 
3 31 



20°37' 
1б 39 

13 27 

10 57 
9 8 
8 I 
7 38 



23^36' 

20 13 

17 32 
15 зо 
14 4 
Ч Ч 

12 5б 



27°31' 

24 48 
22 40 
21 4 

19 5б 

19 1б 

19 3 



32^47' 
30 34 
28 47 

27 25 
2б 2б 
25 51 
25 29 



Шаровой проекщи посчастливилось бол-Ье другихъ: она при- 
меняется весьма часто для Восточнаго и Западнаго полушарй. 
Зам-Ьтимъ, что если бы на гЬхъ же началахъ построить не 
экваторхальную, а полярную проекщю, то получилась бы проек- 
щя Постеля (см. § 22). 

64. ][роекц1я Араго. Изв^^стный французскШ астрономъ 
Араго (1786—1853) въ своей «Общепонятной Астрономш> 
пом^стилъ карты Восточнаго и Западнаго полушарШ, с*тки 
которыхъ построены на сл^дующихг началахъ. Въ кругЬ про- 
ведены два взаимно-перпендикулярныхъ Д1аметра — средаШ мери- 
Д1анъ и экваторъ; дхаметръ, представляюпцй среднхй меридханъ, 
разд^лонъ на равный части, сообразно густот* с^тки, и черезъ 
точки д^ленхи проведены перпендикулярный къ нему прямыя, 
изображающ1я земныя параллели. Веб эти параллели, равно 
какъ и экваторъ, разд'Ьлены на равный части, и черезъ соот- 
в'Ётствуюпця точки д*лен1Я проведены непрерывныя кривьш, 
представляюпцй меридханы. Такимъ образомъ на этой проекщи 
веб параллели суть прямыя, а меридааны— эллипсы. 

На чертеж* 89 изображена въ проекщи Араго с*ть одного по- 
лу шар1Я съ мерид1анами и параллелями, проведенными черезъ 15°. 

Чтобы масштабъ по среднему меридхану и по экватору 
былъ главнымъ, рад1усъ р основного круга проекщи берется рав- 
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ньщъ длин* выпрямленной четверти мерид1ана т. е.: 

Р 



1* 



IX. 



(451) 



гд* ^К— радауоъ земного гаара въ главномъ масштаб*. 

Пусть кругъ Р^Р^Е (черт. 90) изображаетъ крайни 
меридханъ проекцш съ долготою =?= 90° относительно средняго 
прямолинейнаго мерид1ана РР^^ 
а А — произвольная точка на 




1 

Р 


? 


У\ 


к 


( 

1? 




\ 


\ 


\ ^ 




V 



Я 



Черт. 89. 



Р. 

Черт. 90. 



проекщи съ широтою ср и долготою X. Проведя параллель этой 
точки МК и мерид1анъ РАР^ и принимая экваторъ I!^ 
за ось ж-овъ, а средни меридханъ РР^ за ось у-овъ, имЬемг 
сл'Ьдуюпця прямоугольныя координаты точки А: 

X = 0К = МА 

у=NА = КЬ 

Обозначивъ уголъ К0^ буквою ф, получаемъ изъ способа 
построен1я проекщи: 



МК 






ТС 



МК = ^Есо8^> 



КЬ = МО = Дс! 
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такъ что: 



х = Ек С08 ф (452) 

у = Дс? (463) 

Для опред'Ёлешя вспомогательнаго угла ф им^емъ: 

. , КЬ Еф 

«г«ф = ^- 



ТС 



Е 



или 



згп ф = 



2? 



(454) 



Въ следующей таблиц* приведены численный значен1я угловъ 
ф и логаривмы ихъ тригонометрическихъ величинъ для разныхъ 
широтъ черезъ 15°. Легко доказать, что наибольшая разность 
угловъ ср и ф равна 18^ 57' и находится на широт* 9 = 69° 24'. 



Ф 



1д згп ^ 



1д С08 ф 



1д 1д ф 



90Р 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



9о° о' 
Зб 27 
41 49 
30 о 
19 28 
9 ?6 
о о 



о.ооооо 
9-92082 
9.82391 

969897 
9.52288 
9.22185 



9-74254 
9.87236 

9.93755 
9-97445 
9-99588 

0.0000О 



со 
0.17827 
9-95155 
9.76144 
9.54844 
9-22797 



Формулы (452), (453) и (454) даютъ все, что необхо- 
димо для построен1я проекщи по точкамъ. 

Чтобы получить уравненге меридгановь^ сл*дуетъ изъ 
(452) и (453) исключить широту ср. Такъ какъ формула (454) 
даетъ: ,— 

и съ подстановкою ср изъ (453): 






ео5ф=|/ 1 --,-^ 
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ТО формула (452) превращается въ следующую: 



X 

или 



^' . у' =,1 



(ХБ)» - /7Г „^« - ' (455) 



(1^) 



Отсюда видно, что мерид1аны на проекщи Араго действи- 
тельно суть эллипсы съ полуосями \Е и ^ Е, 

Что касается уравнеиЫ параллелей^ то формула (453), 
не заключая въ себ* долготы X, представляетъ именно урав- 
неше параллелей и показываетъ, что параллели на проекщи 
суть прямыя, параллельныя экватору. 

Для изсл^довашя искаженШ проведемъ въ точк* А (черт. 90) 
касательную А8 къ мерид1ану РАР^ и назовемъ уголъ 08 А 
черезъ е, при чемъ этотъ уголъ представляетъ превышете надъ 
90° угла между мерид1аномъ и параллелью на проекцш, Изъ 
чертежа видно, что 

их 

Дифференцируя уравнен1Я (452) и (453), считая долготу X 
постоянною, получаемъ: 

с?а; = — Кк згп 6 (Л^ 

кром* того, уравнеше (454) даетъ: 

# 2 , 
аср тс 
Следовательно: 

^9^ = '~^д^ (456) 

ТС 

Вотъ таблица численныхъ значешй )тла г для разныхъ 
точекъ проекщи Араго черезъ 15^ по широт* и долгогЬ. 
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16° 



30° 



45° 



60° 



75° 



90° 



90° 
76 
60 
45 
30 
15 
О 



О" 

о 
о 
о 
о 
о 
о 



90° о' 

М 6 

8 29 

5 30 

3 22 

I 37 
о о 



90" о' 

2б 41 
1б Зб 

ю $4 
6 43 
3 Ч 
о о 



90" 
37 

24 
1б 
10 



4 50 
о о 



90" о' 

45 9 
50 48 
21 3 
13 1б 
6 2б 
О О 



90" о' 

51 29 

Зб 42 

25 42 

1б 25 

8 I 

о о 



90" о' 
5б 27 
41 49 
30 о 

19 28 

9 зб 
о о 



Масштабъ по мерид1анамъ (т)^ какъ отношете безконечно- 
малыхъ дугь мерид1ана на проекщи и на шар*, выражается 
отношетемъ йу 8есг:Вй^^ т. е. 

т = $ес г (457) 

Подобнымъ образомъ масштабъ по параллелямъ (и) выра- 
жается отношетемъ Лх:Всо8^€1Х^ такъ что по формул* (452): 



п = 



С08 9 



(458) 



НаЕОнецъ, масштабъ площадей {р\ выражаемый произведе- 
темъ т.п.созг^ равенъ масштабу по параллелямъ, т. е. 

Р = п (459) 

Въ следующей таблиц* приведены масштабы т, пи р для 
разныхъ точекъ проекщи, при чемъ величина т зависитъ отъ 
широты и долготы точки, а величины п и ^9— только отъ широте!. 
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Для вычислеЕоя наибольшаго искажетя угловъ (ш) надо 
пользоваться общею формулою (11), и лишь для точекъ сред- 
няго меридаана, гд* е = О и т = 1, ее можно заменить болЬе 
простою: 

(460) 



«»|=%,^%,!4^ 



Вотъ численныя значен1я угловъ ш для разныхъ точекъ 
проекщи Араго. 




15° 



30° 



45° 



60° 



75° 



90° 



90^ 
75 
60 
45 
30 
15 
О 



18о° о' 

42 28 

22 43 

II Зб 

4 $2 

I 9 

о о 



18о° о' 
43 24 
23 43 

12 Зб 

5 50 
I 57 
о о 



18о° о' 
4б 2 
2б 28 
15 14 

8 6 

3 22 

о о 



18о° о' 
50 о 
30 25 
18 4б 
ю 50 
4 5б I 
о о , 



18о° о' 
54 51 
35 6 

22 4б 

Ч 46 

6 29 

о о 



18о° о' 

6о II 

40 9 

2б 59 

1б 47 

8 3 

о о 



18о° о' 
б5 42 
45 21 

31 1б 

19 48 
9 58 



Хотя проекщя Араго не можетъ считаться лучшею для изобра- 
жешя полушарШ, однако, она и теперь часто встречается въ 
географическихъ атласахъ. 

« 65. Проекщя Грннтена. Для изображен1я всей земной по- 
верхности на одной карт* придумано несколько проекцШ, но 
вс'Ь он* им*ютъ существенные недостатки. Лучшая — проекщя 
Лагранжа при а = 0.5 (см. § 48, черт. 63); на ней въ предЬ- 
лахъ одной окружности изображается вся земная поверхность 
съ сохранетемъ подоб1я въ безконечно-малыхъ частяхъ, одаако 
даже по экватору частные масштабы на ней изменяются отъ 
1 до 2. 

Въ географическомъ журнал* Ре1егтапп'8 МтЬеИпп^еп за 
1904 годъ картографъ Гриптенъ въ Чикаго предложилъ 
проекщю, восхваляемую американскими учеными и заменяющую, 
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по ихъ мн'Ьнш, глобусъ. На этой проекщи, сЬтка которой 
представлена на черт. 91, всЬ материки и океаны изображаются 
довольно близко къ дМствительности, при чемъ вдоль экватора 
частные масштабы по всЬмъ направлешямъ равны главному; 
значительный искажен1я встречаются лишь въ высокихъ широ- 
тахъ, а на полю- 

сахъ частные масшта- р 

бы даже въ безко- 
нечное число разъ 
больше главнаго, но 
это обстоятельство не 
представляетъ боль- 
шого неудобства, по- 
тому что полярный 
страны мало изсл*- 
дованы и даже почти 
недоступны. 

На проекщи Грин- 
тена, какъ и на про- 
екщи Лагранжа, сред- 
Н1Й мерид1анъ и эква- 
торъ изображаются 
прямыми, а ВС* про- 
ще мерид1аны и всЬ параллели— дугами круговъ, только рад1усы 
этихъ круговъ и разстояшя ихъ центровъ отъ центра проекции 
разсчитываются иначе. 

Основашемъ проекщи служить окружность Р^Р^ Е (черт. 
92), рад1усъ которой к равенъ выпрямленной длин* полуокруж- 
ности экватора или любого мерид1ана, т. е. 

к = т:Я (461) 

гд* В — рад1усъ земного шара въ главномъ масштаб* про- 
екщи. Въ этой окружности проведены Д1аметры РР^ и Е^, 
изъ которыхъ РР^ изображаетъ средтй меридаанъ, а Е^-- 




в. Ннтковек{й. КАртограф!я. 



27 



418 



произвольный ПР0ЕКЦ1И. 



IX. 



экваторъ. Такимъ образомъ основная окружность Р^Р^Е 
представляетъ противоположную дугу того же средняго мери- 
д1ана съ долготою ± 180°. 

Экваторъ Е^ д-Ьлится на равныя частп^ сообразно густот* 
сЬтки, и черезъ полученный точки д'Ьлен1Я и оба полюса РпР^ 
проводятся дуги круговъ, изображающ1я всё прочхе меридханы. 
Если назвать вспомогательный уголъ. определяемый формулою 
(462), черезъ Х^, то изъ разсуждетй, подобныхъ приведеннымъ 
въ § 63 на стр. 396 при вывод* формулы (429), получается: 






(462) 



а радхусъ р любого мерид1ана и разстояте ^ его центра Т 
отъ центра проекщи О определяются формулами: 

р = к созес Х^ (463) 

^ = ксо^д X, (464) 

При такомъ способ* построеюя масштабъ п по экватору 
равенъ единиц*, т. е. главному масштабу проекщи. 

Вотъ значешя вспомогательныхъ угловъ Х^ и величинъ р и $, 
вычисленный по формуламъ (462) — (464) при Л = ^с^2 = 1, 
для разныхъ долготъ, сл*дующихъ черезъ 30°. 



X 


0° 


30° 


60° 


90° 


120° 


150° 


180° 


р 


о°о' 
оо 

оо 


3.о8}? 
2.9167 


56° 52' 

1.6667 


55°8' 

1.2500 

0-7500 


б7°25- 
1.0855 
0.4167 


79°57' 
1.0167 
0.1855 


90°о' 

1.О0ОО 
О.0О00 



Для проведен1я параллелей, который, какъ сказано вы1пе, 
тоже должны быть дугами круговъ, надо указать для каждой 
параллели три точки, именно: точки перес*чен1я ея со сред- 
нимъ мерид1аномъ и основнымъ кругомъ. Разстояте с отъ эква- 
тора до точки перес*чен1я любой параллели широты 9 со сред- 
нимъ мерид1аномъ опред*ляется въ проекщи Лагранжа (при 
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а = 0.5) формулою (295). Гринтенъ пользуется этою же фор- 
мулою, но тангенсъ угла зам-Ьняеть дугою и сообразно другой 
величин* рад1уса основного круга (к) беретъ вместо #^| ве- 
личину ^, такъ что для его проекщи 



-.1!'-/-(?)1 



Точки перес'Ьчен1я параллелей съ основнымъ кругомъ про- 
екщи или собственно ординаты ихъг/^^АУ^СП (черт. 92) 
надо ойред'Ьлить изъ услош, чтобы масштабъ т по меридаанамъ 
на всемъ протяжеши экватора равнялся еданиц'Ё. Проведемъ 
секущую СВХ параллели СВА до встречи съ продолже- 
Н1емъ экватора ^^ въ точк* X. Обозначивъ абсциссу ОХ 
буквою х^ получаемъ изъ подобхя прямоугольныхъ треуголь- 
никовъ СПХ и ПОХ: 

с X 

откуда, ограничиваясь положительнымъ корнемъ: 



у^ = ё-^ Н -*- ^^' (*' - ^') -^ *'^' I 



(а) 



Ордината у^ и абсцисса х суть функщи переменной вели- 
чины с^ опред1Ьляемой формулою (465). Такъ какъ масштабъ 
т долженъ равняться единиц']^ на всемъ протяженш экватора, 
то необходимо подобрать такую функщю, чтобы при ^ = О 
ордината у^ обращалась въ нуль, а абсцисса л: — въ безко- 
нечность. ПростЬйшШ видъ такой функщи для х предста- 
вляется формулою: 



а^ 



^ = - (А) 

гд'Ь а*— некоторая, пока еще произвольная, функщя отъ с, не 

27* 
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обращающаяся въ нуль при с=0. Подставивъ (6) въ (а), 
получаемъ: 

Уо = ,-гт^а^{ «' -^ ^ 1/«МА^-0-ьЛ^с*} {Л) 

Наибольшее значеше орданаты у^ должно быть равно к 
(радаусу основного круга), когда и с обращается въ к: такъ 
какъ при с = к радикалъ въ выражеши {А) равенъ Л', то 
для опред*лен1я зависимости величины а* отъ с пол}^ается 
равенство: 

Уа' {к' — с') -ь к^с' = Г 

откуда 

а" = к Ук' -ь ? 

Подставивъ это а^ въ уравнеше (д)^ полу^темъ: 



к\/к' 
X = 



с" 



Съ такимъ выражешемъ для абсциссы х ордината у^ по 
формул* {а) представляется сл'Ьдующимъ выражен1емъ, полу- 
чаемымъ поел* простыхъ преобразовашй: 

Подставивъ сюда значеше с изъ формулы (465), легко 
получить ординату у^ и непосредственно въ функщи широты '^: 

!'.= ^ (*в7) 

Опред^лимъ теперь радхусъ р^ любой параллели на про- 
екщи. Пусть аУ — центръ параллели АВС\ опустивъ изъ С 
перпендикуляръ СЬ на прямую 80^ им'Ьемъ: 

СЬ'' = ВЬ (2р, — ВЦ 
но 

ВЬ = у^ — с 
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*' — У^ = (Уо — <^) (2р, — Уо - 
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с) 



откуда 



?! = 



2(Уо-с) 



Подставивъ сюда значете у^ изъ (466), поел* неболь- 
шихъ преобразован^ получаемъ сл1Ьдующую формулу для 
вычислеюя радауса р^ 
любой параллели: 

1е — е 



2с' 



(468) 



Разстоян1еАУ^ = ^ 
центра любой паралле- 
ли отъ экватора опре- 
д'Ьляется формулою: 

или поел* подстанов- 
ки вместо р^ его зна- 
чешя (468): 



(469) 



с 


//и 




(^ 


^ 






V- 







1 

1 


Лг\ 


V Щ X 



2с' 



Черт. 92. 



М1>рою искаженхй 
на проекщй прежде всего служить уклонеше угла между мери- 
дханомъ и параллелью отъ прямого. Разсмотримъ сперва это 
уклонеше на крайнемъ мерид1ан'Ь. Пусть АЯ- касательная къ 
РАО, въ точк* А\ такъ какъ 8 к — рад1усъ параллели СВА, 
то искомое уклонеше выражается угломъ 8АЕ = Е, Изъ 
треугольника 8АЯ е1'6емъ: 



5ш 8АЖ 
8т АЛО 



8Н 

8А 
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8т АНО = 8гп ЛОд = ^ 



IX. 



8Н = 2 — 

8А = р, 



згп АНО 



= 9 — 



Уо 



Следовательно 



згпЕ = Щ 



-к' 



кр, 



Подставивъ вм1Ьсто ^у у^ и р^ ихъ выражешя (469), (466) 
и (468), получаемъ: 

кс 



згп Е = 



к'^ -\- кс -^ с^ 



(470) 



Если величину с заменить его выраженхемъ (465), то по- 
лучится еще бол'Ье простая формула для вычислешя угла Е 
непосредственно въ функщи широты 9- 



згп Е = 



ТГ -4-Ср 



(471) 



Въ сл1^дующей таблиц* приведены численный значен1Я ве- 
лпчинъ Су Уоу Р1У 9 ^ угловъ Е для разныхъ широтъ ^ че- 
резъ 15° и при к = 'кЕ = 1. 



9 


С 


Уо 


Р1 


90° 


1.0000 


1.0000 


о.оооо 


75 


0.5367 


0.714? 


1.4677 


60 


0.3820 


0.5000 


3.2361 


46 


0.2679 


0-53П 


6.8301 


30 


0.1716 


0.2000 


16.8995 


15 


о.о8з9 


0.0909 


70.9545 





0.0000 


0.0ОО0 


оо 



Е 



1.0000 

2.0043 

3.6180 

7.0981 

17.0711 

71.0384 

сю 



19'' 28' 
17 6 
14 29 
II 32 

8 13 
4 25 
о о 



Чтобы найти уклоненхе отъ 90° угла между меридааномъ 
и параллелью въ любой точк* проекщи, воспользуемся черте- 
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жомъ 86, на которомъ с'Ьку1ц1я 8АВ и 8МN им'Ёютъ гЬ же 
свойства, какъ на чертеж* 92, и потому получаемъ изъ по- 
добныхъ же соображешй (см. стр. 400): 



згп г = 8гп Е зш Х^ 



(472) 



Вотъ численныя значен1Я угла е для разпыхъ точекъ про- 
екцш Гринтена, сл*дующихъ черезъ 15° по широт* и черезъ 
30° по долгот*. 



30° 



60° 



90° 



120° 



150° 



180° 



90° 
76 
60 
45 
30 
15 
О 



о" 

о 

о 

о 

о 

о 

о 



6^12' 

5 28 
4 39 
3 43 
2 39 

I 2б 
О О 



11"32' 
Ю 10 

8 3» 
6 54 
4 55 
2 59 
о о 



15°28' 

Ч 37 

II 12 

9 12 

6 34 

3 32 

О о 



17^55' 
15 45 

13 21 

10 з8 

7 35 

4 4 

о о 



19° 8' 
1б 49 
14 14 

II 21 

8 5 
4 20 

о о 



19° 28' 
17 6 
14 29 
II 32 

8 13 
4 25 
о о 



Обозначая уголъ Т80 буквой а, им*емъ непосредственно 
изъ чертежа 92: 



{до = ^ 



(473) 



Для полюса д = ку Е потому, пользуясь формулою (464), 
получаемъ для этой точки: 



такъ что на полюс*: 



1д о =: со1д X, 



а = 90° — X, 



Въ сл*дующей таблиц* приведены численныя значешя 
угловъ а для разпыхъ точекъ проекщи Гринтена. 
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90Р 
75 
60 
45 
30 
16 
О 



0° 



30° 



90" о' 
90 о 
90 о 



90 
90 
9о 



71** 5' 
55 30 
38 52 

22 20 

9 42 

2 21 
О О 



60° 



90° 



120° 



53° 8' 
35 38 

20 14 

10 з8 
4 28 

I 5 

о о 



Зб°52' 

20 3^ 

II 43 

6 2 

2 31 

О з6 
о о 



22° 37' 

II 45 

6 34 

3 22 

I 24 
О 20 
о О 



150° 



180° 



10^23' 

5 14 

2 54 

I 29 

о 37 
о 9 
о о 



о" 

о 

о 

о 

о 

о 

о 



Назовемъ теперь черезъ а уголъ М80^ образуемый ра- 
даусомъ параллели, проведеннымъ къ любой точк* М на про- 
екцш, со среднимъ мерид1аномъ. Изъ треугольниковъ 18! МТ 
и 18!РТ им'Ьемъ: 



згп (о 



а) _ТМ 
Т8 



ТР 
Т8 



8гп а 



згп (90° -4- е) Т8 Т8 ~ згп (90°— Х^ 
откуда получаемъ, какъ для шаровой проекщи (см. стр. 402): 

' .0 созг 



згп (а н- а) 



созХ^ 



(474) 



Эта формула не годится для крайняго мерид1ана Х=180°; 
потому что при а= О И Х^ = 90° она обращается въ неопре- 
деленное выралсеше. Чтобы раскрыть зд^сь истинное значеше 
угла а, им'Ьемъ сперва изъ формулъ (473) и (464): 

к соза со1д\. 

згп о = 

9 

Подставивъ загЬмъ этотъ згп о въ правую часть уравне- 

Н1Я (474), получаемъ для згп (а ч- а) другое выражеше: 

ксозосозг ^а'^м*\ 

^*» (' -ь «) = дегпХ, ^^^^) 

Эта формула даетъ для крайняго меридаана, т. е. при а = О 
и Х^ = 90°, вполн* опредйяенную величину угла а; называя 
ее черезъ а^ и припоминая, что на крайнемъ мерид1ан'Ь е = Д 
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ИлГБбМЪ* 



вгпа^ = - сов Е 



(475) 



Для вычислен1я угла МТ^ = ^^ образу емаго радаусомъ 
меридаана, проведеннымъ къ любой точк* Л/, съ экваторомъ, 
им-Ьемь изъ треугольника 8МТ: 



откуда: 



згп {дОР — а — ^) _ _ р, __ р, 8Ш а 
згп (90° -не) " ^ созес о ~ к со1д X, 



(476) 



СОВ (а +- Р) = ^ 5г« а ^5^ ^1 ^^^ ^ 

На ПОЛЮСЬ р, = О, и потому для этой точки: 
а ч- р = 90° и р = 90° — а = X, 

Подобно тому, какъ и на шаровой проекщи, пов'Ьркою вы- 
числешя угловъ аир можетъ служить простое и изящное 
соотношете (441), объясненное на стр. 403: 

р — а = г 

Для построешя проекщи по точкамъ необходимо пользо- 
ваться формулами: 

X =^ р^ . 8гп си 

у = р . 8гп р 
Таблица угловъ а. 
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о о 



37°4о' 
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о 24 

о о 



49°28' 

18 52 
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5 Ч 
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О 32 
О О 



6о°28' 

23 41 
12 53 
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2 4б 
о 40 
о о 



70^ 32' 
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15 31 
7 5б 
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о о 
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г 



30° 
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75 
60 
45 
30 
15 
О 



о" о' 

о о 

о о 

о о 

о о 

о о 

о о 



18^55' 
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19 29 
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Ч 42 
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5 о 


9 50 


Ч 8 
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8 1} 


I 34 


2 55 


3 5б 











67"23' I 79^57' 

54 57 I 40 50 

25 5б I 27 7 

15 55 , ^7 5б 

10 50 

5 ^ 

о о 



9 48 
4 5б 
о о 



90° о' 

45 54 
30 о 

19 28 
II 32 

5 Ч 
о о 



Перейдемъ теперь къ вычислешю частныхъ масштабовъ на 
проекщи Гринтена. 

Масштабь по меридганамь (т) на основаши гЬхъ же 
соображен1й, какъ для шаровой проекщи, можетъ быть выра- 
женъ формулою (443): 

Iй^ Л^Л вес г 

~ \йср йср / Е 

Дифференцируя формулы (469), (468) и (465), им'Ьемъ: 
^ _ с' — 2к^ (к 
Й9 



^Р1 

(Не 



2с' с^ср 

тг'Е (тс — \/^ 



4ср') 



2-^^ у тс'^ — 4ср^ 

причемъ въ последней формул* к заменено черезъ т:В\ следо- 
вательно: 



[с'— 2А:' 



с'-ь 2Г\ те (тг — V т:' — 49^) 



56С 8 (477) 



Двучленъ въ скобкахъ { } можно представить въ вид*: 



1 



(1 -\-008(Х) -ь -3 (1 
с 



я 2А;' а 

С08 си) = С05^ ^ -< 3" 5^^* о 

^ с ^ 
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подставивъ еще сюда значен1е с изъ (465), получимъ: 

Об* формулы (477) и (478) могутъ служить для вычисле- 
тя масштаба т въ любой точк* проекцш, но для частныхъ 
случаевъ он* обращаются въ бол'Ье простыя. 

На экватор*, т. е. при ср = О, углы а и е равны нулю, 
а коэффищентъ при ис^^ безъ двучлена въ скобкахъ { }, 
обращается въ неопределенное выражеше, истинное значеше 
котораго равно единиц*, и потому на экватор*: 

ш = 1 (479) 

что вполн* согласно съ теор1ей проекщи. 

На полюс*, гд* 9 = I , множитель У/т} — 4ср* въ знаме- 
нателяхъ формулъ (477) и (478) обращается въ нуль, и по- 
тому на полюс*: 

т = оо 

На среднемъ мерид1ан* X = О, а = О и г = О, и об* фор- 
мулы (477) и (478) даютъ для точекъ на среднемъ меридхан*: 



^^.^(. ^4^ (481) 

Труднее найти значен1е масштаба т на крайнемъ мери- 
д1ан'Ь X = 180°, гд-Ь X, = 90° и е = В. Въ этомъ случа* 
формулы (475) и (470) даютъ: 





помощи 


совЕ — 
(469) 

л* 

С08 а„ = -р 


— С08Е 

я. 




(к н- с) »/А' -л- с' 


откуда при 


- А» ч. /кс -ь с' 

-н А'с» — с* 
ч- А'с' -4- с* 
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Подставивъ эти значеюя сов Е = сов г и сов а^ = сов а 
въ формулу (477) и заменяя величину с его выражешемъ 
(465), поел* сокращен^ получаемъ для точекъ на крайнемъ 
меридаан*: 

т = , (488) 

(тс — ф) Т/тг — 2ф ^ 

Любопытно, что хотя на полюсЬ масштабъ т по вс*мъ 
мерид1анамъ равенъ безконечности, но отношенге этихъ мае- 
штабовъ для крайняго и ередняго меридхановъ равно конечной ве- 
личин*, именно У2. ДМствительно, изъ формулъ (482) и (481): 



т для X = 180^ _ Ут^ч- 2у(7сч-У^7г' — 4ср') 
ш для X = 0° "" 2 К^тг (тс — ф) 

На экватор*, т. е. при 9 = 0, вторая часть этого равен- 
ства равна единиц*, а наполюс*, т.е. при ^ =|, она равна У2. 
Однако отношете масштабовъ т для Х = 180° и для Х = 0° 
не растетъ отъ экватора до полюса непрерывно отъ 1 до 1^2, 
но сперва увеличивается до н*которой широты, а загЬмъ 
уйеньшается. Чтобы вычислить широту параллели, на кото- 
рой дробь (с) достигаетъ наибольшей величины, сл*дуетъ 
приравнять нулю производную этой дроби; получается для ср 
уравнете четвертой степени: 

9* — -^ тгср' ч- 1 17су -4- тс'ср — 2тс* = О 

им*ющее только одинъ положительный корень 9 = 1-3591 или 
ср = 77° 52'. На параллели съ этою широтою отношеше мас- 
штабовъ т на крайнемъ и на среднемъ меридаан* им*етъ наи- 
большую величину, именно, 1.807. 

Въ сл*дуюш,ей таблиц* приведены численныя значен1Я мас- 
штаба т для разныхъ точекъ проекщи Гринтена. 
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30° 



60° 



90° 



120° 



150° 



180° 



90« 


оо 


75 


2.350 


60 


1-557 


45 


1.238 


30 1 


1.092 


15 


1.021 





1.000 



ОО 

2.387 
1.569 

1.256 

1.103 
1.027 
1.000 



ОО 

2-554 

1.661 
1.313 
1.155 
1.041 
1.000 



ОО 
2.827 
1.813 

1.405 

1.189 
1.0б6 
1.000 



ОО 

3.198 

2.020 

1.531 
1.2б2 
1.10О 
1.000 



ОО 

5-б59 
2.283 
1.691 
1.356 
Ы43 

1.000 



ОО 

4.199 
2.598 
1.886 
1.470 

1.195 
1.000 



Для вычислешя масштаба по параллелямъ {п) вообра- 
зимъ два безконечно-близкихъ 
мернд1ава Р1^^Р1^^ (черт. 93) 
съ двумя точками ^/ и М ^, 
лежащими на одной параллели 
съ широтою ^. 

Изъ самаго опред*летя мас- 
штаба по параллели: 

_ ММ, 

" В С08 ъ дХ 

Пусть Т 1\ Т^ — центры 
дугъ РР и РР^\ соединимъ Т 
съ Р прямою ТР= 7М=р. 

Изъ чертежа, съ прежними обозначен1ЯМи (см. стр. 407), 
им'Ьемъ: 

ММ^ = КМ^ вес е 

NN. = ар — ш^.ад 




ср р. 



Черт. 93. 



следовательно: 



/ с1р €^^ \ вес г 
п = \-~ — С08 а ^^ ] -^ 

Изъ прямоугольнаго треугольника ТРО: 



{Л) 



Я' 
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откуда 



Ером* того 



С08 р = 



Р 

подставляя эти вьфажен'ш въ (й?), получаемъ: 

X вес е с?^ 



п = 



Вр С08 9 (IX 

Дифференцируя уравненхе (464) и пользуясь формулами 
(462) и (463), им'Ьемъ: 

ах ^ I 

такъ что предыдущая формула обраи1ается въ следующую: 

Если подставить сюда х = р^згпа и вместо ^2— его вы- 
ражете изъ (461), то окончательно получаемъ: 

кр.згп а вес г /«л,ч 

71 = -^. (484) 

кК С08 Ср ^ ' 

Эта формула очень удобна для вычислен1я масштаба п въ 
любой точк* проекщи, но для частныхъ случаевъ она можетъ 
быть заменена бол*е простыми. 

Для точекъ экватора (9 = 0) е = О и х = Вк поэтому 
по формул* (483) получаемъ на экватор*: 

п= \ (485) 

чего и следовало ожидать изъ способа построен1я. 

На полюсь (ср = ЭО""), всл*дств1е присутств1я въ знамена- 
теляхъ формулъ (483) и (484) множителя соз ^ = 0, об* 
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формулы даютъ для п безконечно-большую величину, т. е. на 
'^^^^^^^ ^ п = оо (486) 

На средаемъ мерид1ан*, т. е. при X = О, а = О и л; = О, 
такъ что зд*сь оба выражеюя (483) и (484) принимаютъ не- 
опред1^енный видъ, и раскрыть истинное значеше величины п 
обычными путями весьма нелегко. Лучше прибегнуть къ искус- 
ственному пр1ему. 

Опустивъ изъ точки М (черт. 93) перпендикуляры МК 
и М& на РО и У^Р', им*емъ изъ прямоугольныхъ треуголь- 
никовъ КЛ^М и вТМ: 

КЛР = 8М' — (08 — оку 

МО' = тм' — {ТО -ь ооу 

или, вводя прежтя обозначешя, 

х' = р,' — (д — уУ = р,' — (р, ч- с — уУ 

у^ = р^ — (^ -ь хУ = к' — 2^x — х" (е) 

Отнявъ второе равенство отъ перваго, поел* сокращен^ 
пол}^имъ: 

2 (р, -ь с) I/ = 2ср, н- с' н- А' — 2^x 

Возвысивъ об* части этого уравнетя въ квадратъ и заме- 
няя у' выражетемъ (^), получимъ поел* простыхъ преобразован^: 

(2«Га:^{1 +(^^-^У}-ь2(2<г)д:(2р,^-ь2р,с-ьс^-А^) = 
= Не' - с') {4р, (р, ч- с) - {к' - с')) 

Дал^е изъ чертежа, разсматривая РО = к^ какъ перпен- 
дикуляръ, опущенный изъ точки дуги Р1^ окружности на Д1а- 
метръ, им'Ьемъ: 

к' = Е\ (2р — Е\) = ЕХ {2 ((2 -ь Е\) — Е\} = 2^Ек ч- (ЕХУ 
откуда к' — (Е'ку 



2^ = 



Кк 
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Подставивъ это выражете 2^ въ предыдущее уравнеше, 
получимъ: 

= {к' - с') {4р, (р, и- с) - (А» - с»)} 

При очень малыхъ долготахъ X можно въ числитеихъ от- 
бросить члены съ X' и принять $ = оо; тогда только-что вы- 
веденное уравнеюе обращается въ следующее: 

= (А» _ с') {4р, (р, и- с) - (к' - с')) 
Положительный корень этого Евадратнаго уравнешя есть: 

Ж - '^ "~ ^ 
или 

X е — с' 



Подставивъ этотъ корень въ формулу (483) и припоминая, 
что при X = О уголъ г = О, получимъ 

п = —^2 — зес^ 

или, зам'Ёнивъ зд'Ьсь с его выражетемъ (465), следующую 
окончательную формулу для масштаба п у точекъ на среднемъ 
меридхан*: 

2 \/т,' — 4ср^ 
п = ; ^ — зес 9 (487) 

Остается еще найти бол*е простое выражен1е для мас- 
штаба п на крайнемъ мерид1ан1>. Формула (484) при X = тс. 
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а = а^ И е = ^Е/ даетъ: 

р, згп а^ вес Е 

~ к С08 9 

и, пользуясь выражешемъ (475): 

п = ^-^ 8ес(р 

изъ (468) и (469) им1>емъ: 

р, ^ к' -с' 
д ~~ Р -+- с^ 

подставивъ сюда значеше с изъ формулы (465)^ получаемъ для 
точекъ на крайнемъ меридхан*: 

п = ) ^-^-!~=Л вес ^ (488 

Хотя масштабы п на пол10с1> при всЬхъ долготахъ равны 
безконечности, но отногаеше этихъ масштабовъ для крайняго 
и средняго мерид1ановъ такъ же, какъ для масштабовъ т^ 

о 

равно конечной величин*, именно, -^ . Изъ формулъ (488) и (487): 



п для Х=18 0° __ (тс-1-ср)( 7г-н Ктс^ — 4^^ 
м для X = 0°" "" 2 (тг — 9) (тг -ь 2ср) ^'^ 

На экватор*, т. е. при <р = О, вторая часть этого ра- 
венства равна единиц*, а на полюс*, т. е. при ? = | ; она 
равна ^. При этомъ отношете масштабовъ п на каждой па- 
раллели для долгоп> X = 180° и X = О, начиная отъ экватора, 
гд* оно равно единиц*, сперва растетъ, достигаетъ на н*ко- 
торой широт* наибольшей величины, а потомъ уже непрерывно 

о 

уменьп1ается до -^ . Чтобы вычислить широту параллели, на 
которой дробь (/) достигаетъ наибольшей величины, сл*дуетъ 
приравнять нулю ея производную; для искомой широты 9 по- 
лучается уравнен1е четвертой степени: 

ср' -4- КЗ тсср' -ь 0.6 тгу — ОД тг'ср — 0,1 тг* = О 

в. Кнтковсюй.— Картограг1ня. ^ 
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им'Ьющее только одинъ положительный корень ^^ = 1.0688 или 
ср = 61°14'. На параллели съ этою широтою отношеше мас- 
штабовъ п на крайнемъ и среднемъ меридханахъ им-Ьеть наи- 
большую величину, именно 1.047. 

Такъ какъ отношенхе (/), начиная отъ экватора, гд* 
оно равно единиц*, сперва увеличивается до 1.047, а за- 
гЬмъ уменьшается до |, то, очевидно, должна существовать 
параллель, на которой это отношен1е снова равно единиц*, 
т. е. на которой масштабы п на среднемъ и крайнемъ мери- 
дханахъ одинаковы. Широта такой параллели определяется урав- 
нешемъ, получаемымъ приравнивашемъ единиц* дроби (/): 

(тс -ь ср) (тг ~ь ]/т? — 4ср^) = 2 (1г — 9) {т^ -ь 2^) 

Это уравнеше, кром* корня ^ = О, им*етъ еще другой: 

ср = -^ = 80^30' 

при чемъ соотв'Ьтствуюпце масштабы п по формуламъ (487) 
и (488) выходятъ равными 3.744. 

Если подставить полученное значеше ^ = -^ въ формулы 
(465) и (471), то оказывается: 

,1/5—1 . ^ |/5-1 

с = А; рг — згп Е = — - 

2 4 

Т. е. параллель, на которой масштабы п у средняго и край- 
няго мерид1ановъ одинаковы, перес*каетъ средни меридзанъ 
въ точк*, разстояше которой отъ экватора равняется сторон* 
правильнаго вписаннаго десятиугольника; дал*е, 8гп Е для 
этой параллели равенъ (при рад1ус* 1) половин* стороны 
такого же многоугольника, а уголъ Е = \Ъ^, Такимъ обра- 
зомъ разсмот1)*нное свойство на проекщи принадлежитъ парал- 
лели, д*лящей средшй мерид1анъ въ точк* золтпого сп>чен1я 
(въ крайнемъ и среднемъ отношеши). Д*йствительно, при ра- 
Д1ус* РО = к = \ положен1е точки золотого с*чен1я опред*- 
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1 



откуда 



с = 



1 —с 

УЬ— 1 



Въ следующей таблиц'Ь приведены численныя значен1я 
масштаба п для разныхъ точекъ проекцш Гринтена: 




30° 



I 

60° I 90° 



120° 


150° 


180° 


оо 


оо 


оо 


2.859 


2.85б 


2.829 


1.776 


Т.787 


1.789 


1.350 


1-357 


1.360 


-37 


1.141 


1.143 


1.033 


1.033 


1.034 


1.000 


1.000 


Т.ООО 



90° 
75 

во 

45 

30 

15 

О 



оо 

2.751 

1-708 
1.313 

1.121 
1.028 
1.0ОС 



2.765 
1.716 
1.317 
Ы23 
1.028 
1.000 



оо 

2.801 

1-735 

1.327 

1.127 
1.030 
1.000 



ОО 

2.838 

1758 

1-339 
1.132 
1.031 

1.000 



Для вычислетя масштаба плогцадей (р) надо пользо- 
ваться общею формулою (24), которая при 8= 90""--+- е даетъ: 

р = тп С08 г (489) 

Припоминая значешя масштабовъ т и /г для экватора, 
полюса, средняго и крайняго меридхановъ изъ формулъ (479)— 
(482) и (485)— (488), им'Ьемъ: 

На экватор* (? = 0) р = I 

На полюс* (? = 90"") р= со 

На среднемъ мерид1ан'Ь (X = 0): 

'4^1 



(490) 
(491) 



тг* 



р = 



{тс |/7С^ 



4^' 



зес '^ 



(492) 



На крайнемъ меридаан* (X = 180°): 

тг У^тг (тс -ь ср) ^08 Е 

^^ ~ (тс — ср)' ^/^ГГг^ ^^«? 



(493) 



28* 
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IX. 



Формулы (492) и (493) при ? = | обращаются въ без- 
конечность, но отношенхе ихъ даетъ вообще: 

р для X = 180° _ тс ^/тс (тс -ь ср) 4^* сов Е 

р для Х = 0° ""(тг — ^)'7сЧ^ — ^тс" — 4^)'1^^-^29 
Изъ формулы (471) им'Ьемъ: 



€08 Е = 



1/тс (тс -к 2у) 



и потому 



р для Х = 180° _ [ _29^ ) 

РАш1 = 0Р ~ 1(тс — ср) (тс — »/:? — 4^')) 



(^) 



Это отношете на экватор* и на полюс* равно единиц*, 
на всЬхъ прочихъ параллеляхъ оно больше единицы. Прирав- 
нявъ нулю производную выражен1я [д)^ получаемъ: 

, = ^ = 72» 

На параллели съ широтою 9 = 72° отношете масштабовъ 
площадей для крайняго и средняго мерид1ановъ достигаетъ 
наибольшей величины^ именно, оно равно 1.778. 

Вотъ таблица численныхъ значен1й масштаба площадей [р) 
для разныхъ точекъ проекц1и Гринтепа: 
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11-355 


60 
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3-953 


4.500 


45 


1.625 


1.652 


1.730 


1.857 


2.031 


2.250 


2.514 


30 


1.224 


1.258 


1.275 


1.338 


1.423 


1.532 


1.663 


15 


1.050 


1.055 


1.071 


1.097 


1.133 


1.178 


1.232 





1.000 


1.О0О 


ьооо 


1.000 


1.000 


1.000 


1.0ОО 
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Наибольшее искажете угловъ (со) надо вычислять по общей 

формул* (11): 

. О) -| /тп? -л- п^ — 2тп С08 е 

2 ~ V т^ -л-п^ -^ 2шп С08 г 

На экватор* ^и/г — 1,6 = 0, и потому, какъ и следо- 
вало ожидать, для точекъ экватора со = 0. 

Для полюса формула (11) приводить къ неопределенному 
выражетю; однако, при помощи формулъ (478) и (484) не- 
трудно найти, что для 9 = 90^: 

п 3 згпа \ 2) 

и потому у полюса для любой долготы X: 






98гп^ а — 6X1 1-л-8гп^^\с08г8гпа 
( 1-|-5ш^^ I н- 98ш^ач- 6X1 \ч- згп^ ^\ созг згп а 

На среднемъ мерид1ан'Ь, т. е. при X = О и а = О, и эта 
формула принимаегь неопределенный видъ; но на полюс* при 
малыхъ долготахъ можно по формуламъ (462), (471) и (472) 
принять Х^ = |-, е = X^5т^&= ^- и загЬмъ по формул* (474) 
Х^ — а = г, откуда а = ^ - , такъ что у полюса на среднемъ 
мерид1ан* . <*> 4 — тс 

**» 2 = т. (^»^) 

На крайнемъ меридаан*, т. е. при X = тс, е = ^, а = а^, 
по формуламъ (471) и (475) выходить зтЕ = 1, созЕ = 

21/2 . о а 1 

= 8гп а^ = — |- и 8%гг 2 = з ' ^ потому у полюса на крайнемь 
«ервда,*: ^ А.. -и 9 -8. 

Вь сл*дующей таблиц* приведены численный зпачен1я угла 
(О для разныхь точекь проекщи Гринтена; изь нея видно, что 
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IX. 



угловыя искаяЕешя на этой проекцш незначительны и не дости- 



штъ даже 30°. 
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о о 





Въ заыючете покажемъ еще весьма простой способъ 
построетя параллелей, на который изобретатель обращаетъ осо- 
бенное внимате. Необходимо, однако, тутъ же предварительно за- 



С 


А 


8 
р 




I \^ 


^ 


у^ 


Ч- 


\ 


Т 


. • 



МЕТИТЬ, что рад1усы и разстоян1Я центровъ параллелей на про- 
екцш Гринтена вообще столь велики, что исполнять это по- 
строен1е на самомъ д1Ьл'Ь весьма затруднительно. 
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Проведемъ окружность Р^Р^Е (черт. 94) ращусомъ 
к = т:К^ гд* К — рад1усъ Земли въ главномъ масштаб*. 
Взаимно-перпендикулярные Д1аметры РР^ и ^&^ . изобразить 
средни мерид1анъ и экваторъ, а самая окружность — крайшй 
мерид1анъ на проекц1и. Разд'Ьлимъ радаусъ РО на равный 
части, соответственно густот* сЬти. Пусть точка К пред- 
ставляетъ одну изъ точекъ д*летя; для вс*хъ прочихъ точекъ 
д*лешя производить т* же построешя. 

Соединимь Р съ Е прямою РЕ и проведемь хорду NКу 
параллельную экватору Е^, .Точки И е N пересЬченхя этой 
хорды съ прямою РЕ и окружностью РМЕ соединимь сь 
^ и черезь точку 2/ (пересЬченхе М^ сь РО) проведемь 
другую хорду СА^ тоже параллельную экватору. Точки С^ В 
и А представляють точки пересЁчешя параллели сь крайнимь 
и среднимь мерид1анами, такь что для проведен1я дуги круга 
СВА останется лишь изь точки Е^ середины СЬ^ возста- 
вить перпендикулярь Е8 кь С В до встречи сь продол- 
жен1емь дааметра РР^, Точка Л^ будеть центромь, а отрезки 
С 8 = В8 = р4 — рад1усы параллели. 

Чтобы доказать справедливость такого построенхя, им^емь 
изь чертежа и описаннаго хода д1>йств1й: 

7Г ТС 



= - ]/тг^ — 4ср^ 



тс 



ЗагЬмь изь подоб1я прямоугольныхь треугольниковь ^0^ 
и ВКН: ^ _ КО-ВО 
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Nк 4- о^ 



или съ подстановБОю найденныхъ выше значешй входящихъ 
сюда величинъ и припоминая, что 0(1 — к\ 

тс — I/ тс' — 4^.р^ 



2ср 

Такимъ образомъ отр'Ьзокъ 2>(? равенъ, именно, величин* 
с, какъ было аналитически выведено въ формул* (465). 

Дал'Ье изъ подоб1я прямоугольныхъ треугольниковъ ^0^ 
и 1КМ: 

оя ~ мк 

но 

10=:си = у,. од = к, ьк=ко-у, 

и 

МК=РК=к — КО 

и потому ].гг, 

У о = 



тс — 9 

Это выражете вполн* согласно съ формулою (467); если 
подставить сюда изъ (465): 

тгАс 

то легко получить для у^ и другую формулу (466). 

Наконецъ, для вычпслешя радхуса 80 = р^ параллели, 
имъемъг 

СГ = ВЬ (2р, — ВЦ 

откуда, замечая, что СЪ'^^к^—у^ и ВЬ=у^ — с, нетрудно 

получить для р^ формулу (468) и для ^^ = 80 формулу (469). 

Любопытно, что построеше параллели съ широтою ср = 72°= 

= ^даетъ на среднемъ мерищан* точки К^ X и 2?, д'Ьлящхя 
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радаусъ РО въ двойной гармонической *) пропорцш. ДМстви- 

5 



тельно, для 9 = ^получаемъ, принявъ радаусъ Л за единицу: 



Гармоническое среднее изъ 1 и ^ равно ^ , а гармониче- 
ское среднее изъ 1 и |^ равно ^. 

Напомнимъ, что именно на этой же параллели {у = 12"^)^ 
отношеше масштабовъ площадей для крайняго и средняго мери- 
даановъ достигаетъ наибольшей величины 1.778 (стр. 436). 



*) Если между четырьмя величинами а, Ь, с и д. существуетъ одно 
изъ соотношешй: 

\) а — Ь = с — а 

г) а : Ь =1 с \ д, 

З) (а — Ь)'.{с^с1) = а\д, 

то эти величины образуютъ соотв-Ьтственно: аривметическую^ геометриче- 
скую и гармоническую пропорц1и. Посл-Ьднее назван1е произошло отъ того, 
что числа колебанш звуковъ совершенн^йшаго аккорда (основной тонъ, 

с 3 
его терщя, квинта и октава) выражаются числами: I , — , — и 2, состав- 

4 2 
ляющими именно гармоническую пропорщю. 

Если дв-Ь средн1я величины одинаковы, т. е. если 6 = 0, то предыду- 
Щ1Я пропорщи носятъ назваше непрерывныхы 

I) а — с = с ^ (I 

г) а:с = с:с1 

З) (а — €):(€— Л) = а: а 

Средн1е члены с трехъ величинъ а, с и <?, образующпхъ непрерыв- 
ныя пропорщи, суть: 

а -ь (? . — 2аг? 

с. = -^- о, = Уаа ''^ = ЪЦ^-а 

Они называются соотв']^тственно: среднимъ аривметпческгшъ^ среднимъ 
геометрическимъ и среднимъ гармоннческгичъ двухъ данныхъ величинъ а л А. 
Замечательно, что эти три средн1Я образуютъ новую непрерывную гео- 
метрическую пропорщю: С'^:С2=^ с^ : с,. 
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Чикагское Географическое Общество (ТЬе вео^гарЫса! 
РиЬИвЫпё Сотрапу) издало въ проекщи Гринтена очень изящ- 
ную карту всего св1Ьта (д1аметръ основной окружности равенъ 
20 дюймамъ), съ указашемъ морскихъ течешй, кабельныхъ 
ЛИН1Й5 путей главныхъ нароходныхъ обществъ и многихъ дру- 
гихъ весьма полезныхъ св'Ьд'Ьтй. Эта карта получила уже 
широкое распространен1е въ Америк* и потому мн* казалось 
не лиишимъ привести подробное теоретическое изсл'Ьдоваше ея 
проекцш. Самъ Гринтенъ въ стать* Ваг81;е11ипё йег §ап2еп 
ЕгйоЬегПасЬе аи1* ешег кге181'огт1§еп Рго^екйопзеЬепе (Ре1€Г- 
тапп8 6ео§г. МИ. 1904) пзложилъ всю теорш очень кратко 
и да^ке съ небольшою оншбкою въ вывод* формулы для мас- 
И1таба по мерид1анамъ. 

66. Проекц1я Менделеева. Нашъ знаменитый химикъ Мен- 
дблгьевъ (1834 — 1907) въ послЬднемъ труд* своемъ «Къ 
познанш Россш» пом*стилъ карту всей РоссШской Имперш, 
составленную въ новой произвольной проекщи, напоминающей 
равнопромежуточную коническую проекщю. На этой проекцш 
ВС* мерид1аны изображаются прямыми, лучеобразно исходящими 
изъ одной точки, проекцш полюса, а параллели — дугами кон- 
центрическихъ круговъ съ общимъ центромъ въ полюс*. 

Рад1усы р отд*льныхъ параллелей равны выпрямленнымъ 
дугамъ мерид1ановъ отъ полюса до соотв*тствующей парал- 
лели на П1ар*, т. е. выражаются формулою: 

р = д(|-9) (497) 

гд* к — рад1усъ Земли въ главномъ масштаб* проекщи, а 
9 — географическая широта параллели. 

Углы, подъ которыми перес*каются мерид1аны на проекщи, 
опред*ляются условхемъ, чтобы на средней параллели страны 
сохранялся главный масгатабъ. Если 9^ — широта средней 
пара^иели, то длина дуги этой параллели на шар* между мери- 
д1анами съ разностью долготъ X равна К\ со8 сро? а рад1усъ 
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ея на проекщп равенъ Е (^ — %)у и потому для вычислен1я 
угла о между мерид1анами на проекщи съ разностью долгогь 
л получается формула: 

X С08 ср, 

^ = 90^11^0 ^ ' 

Формулы (497) и (498) достаточны для построетя проек- 
1ЦИ въ мелкомъ масштаб*; при крупномъ же масштаб* при- 
ходится строить по точкамъ, прямоугольныя координаты кото- 
рыхъ легко вычисляются по формуламъ: 

X ^= р . 8гп о 

у ^= р , С08 о 

при чемъ начало координатъ считается въ полюс* и ось ^-овъ 
направлена по среднему мерид1ану страны. 

Меридханы и пара^илели пересЬкаются на проекщи подъ 
прямыми углами; поэтому масп»табы по меридаанамъ (т) и по 
параллелямъ (п) выражаются простыми формулами: 

__ с?р _ р с?о 

~ ЕФ^ '"В С08 9 йХ 

Прп помощи (497) и (498) получаемъ: 

„=, „^ '90:-^)«""Р. ,499) 

(90° — ср^) С08 ^ ^ ' 

Эти масштабы представляютъ одновременно и величины полу- 
осей указательницы, такъ что согласно последней изъ формулъ 
(10*) для величины наибольшаго искажен1я угловъ ((о) получается: 

<^(45°±|| = 1/п (500) 

Въ следующей таблиц* приведены числовыя значен1я ра- 
д1усовъ р, масштабовъ т, п и р и угловъ ш для проекщи 
карты Росс1Я въ пред*лахъ отъ ^1 =^ 40"^ до ^а = "^^^ ^Р^ 
(Ро = 55° и 72 = 1. 
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IX. 



т 



п =^р 



(!) 
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1.000 


0.983 


0.6 109 


1.000 
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1.000 
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1.000 
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2° 
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3 


51 



70° 

65 

60 

65 

50 

45 
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Въ ироекцш Мендел'Ьева безконечно-малые кружки на шар* 
изображаются кружками только по средней параллели; с*вер- 
н'Ье ея кружки эти представляются эллипсами^ вытянутыми по 
меридаанамъ, а южн'Ёе— эллипсами, вытянутыми по параллелямъ. 

Изъ сравнешя искажетй проекцш Менделеева съ искаже- 
Н1ЯМИ лучшихъ коническихъ пр^оекщй (см. Главу У) видно, что 
вновь предложенная проекщя не можетъ считаться шагомъ впе- 
редъ. Правда, если продолжить построете до полюса, то онъ 
изобразится на проекщи Мендел'Ьева точкою, а не «полярною 
лишей> какъ на равнопромежуточныхъ и равновеликихъ кони- 
ческихъ проекц1яхъ, но это преимущество не им^еть суще- 
ственнаго значен1я: что находится на полюсахъ — пока неизвестно. 



-офо- 



X. 

Заключен! е. 

67. Выборъ проекцш. Разнообразхе существующихъ карто- 
графическихъ проекщй даетъ большой просторъ и вм4сгЬ съ 
гЬмъ затрудняетъ выборъ наиболее подходящей проекц1и для 
113ображен1я той или другой части земной поверхности. При 
выбор-Ё проекщй надо заранее знать, для какой именно ц1>ли 
составляется карта. Такъ, для общихъ обзоровъ, для статисти- 
ческихъ и административныхъ ц'Ьлей необходимы карты, со- 
храняюцця площади, для мореплаванхя всего важнее правиль- 
ность направлен1й, для военныхъ ц'Ьлей — в'Ьрная передача раз- 
стояшй и т. п. Вообще, привыбор* проекцш сперва надо р*- 
пшть вопросъ, нужна ли карта равноугольная или равновели- 
кая, или же оба эти услов1я им'Ьютъ для данной ц'Ьли второ- 
степенное значеше; загЬмъ, соответственно ц*ли выбираютъ 
ту или другую проекщю между равноугольными, равновеликими 
н произвольными. Зд^сь можно дать лишь обпия указан1я, по- 
тому что удачный выборъ проекцш зависитъ прежде всего отъ 
опытности картографа. 

Для всей земной поверхиости при равноугольномъ изобра- 
женш пользуются преимуп1ественно проекщею Меркатора, хотя 
теоретически, кром'Ь нуждъ мореплавашя, лучше было бы 
брать проекщю Лагранжа (случай 2-ой, стр. 287 — 288) или 
проекцш Августа; однако, въ существующихъ картографиче- 
скихъ издан1яхъ об* эти проекщп не встречаются. Для равно- 
великаго изображешя всего выгоднее проекщп изощыиндриче- 
ская, синусоидальная, Мольвейде, Аитова п Эккерта; на са- 
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момъ д'Ьл'Ь прим'Ьняютъ почти исключительно лишь одну пзъ 
первыхъ Т1)ехъ. Изъ произвольныхъ проекцШ для всей земной 
поверхности самая подходящая — проекщя Гринтена; ее особенно 
можно посоветовать для картъ морскихъ теченШ, в-Ьтронъ и 
такъ называемыхъ изо-линШ (изотермъ, изобаръ п пр.). 

Для изображешя части земной поверхности, больгией по- 
лугиаргл^ могутъ служить всё только-что перечисленный проек- 
цш, а также друпе случаи проекщи Лагранжа (при « < 1), 
проекщя Эри и перспективная проекц1я Кларка. 

Для (Мвернаго или Южнаго полушаргй при равноуголь- 
номъ изображенш надо брать полярную сте[>еографическую проек- 
цш, при равновеликомъ— зенитальн)то проекщю Ламберта, а 
при произвольномъ — проекщю Постели. 

Для Восточиаю или Западпаго полупшргй при равно- 
угольномъ изображен1и самая подходяп1ая проекщя эквато- 
р1альная стереографическая, при равновеликомъ — проекцш 
Мольвейде и Лорнья, а при произвольномъ — шаровая и про- 
ек1ця Араго. 

Для ц'Ьлыхъ чаапей свтпа пользуются, обыкновенно, раз- 
ными видами коническихъ проешцй, а также поликоническимп 
и проекщею Бонна; за средн1й мерид1анъ на карт* берутъ 
всегда среднШ мерид1анъ страны. Европу изображаютъ либо въ 
простой конической проекщи, либо въ проекц1яхъ Гаусса, Аль- 
берса и Бонна; Аз1ю и С'Ьверную Америку изображаютъ въ 
этихъ же проекщяхъ, хотя въ виду ихъ большей величины 
сл1)ДОвало бы П])им1>нять зд^сь горизонтальную стереографиче- 
скую проекщю. Для всей Америки надо бы пользоваться ко- 
сою цилиндрическою проекщею (стр. 184—186), поликониче- 
скою или даже проекц1ею Ве])нера. А(|)рику п Южную Аме- 
рику, какъ части св*та, лежащтя по обГ, стороны экватора и 
при томъ не простирающ1яся слипшомъ далеко отъ него, изобра- 
жаютъ преимущественно въ синусоидальной проекщи, хотя 
иногда пол],зуются для нпхъ проекщею Моркатора и даже наи- 
более простою— квад])атною. 
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Выборъ проекцш для составлетя карты отдгьльной страны 
зависитъ отъ очертан1Я ея Г1)аницъ и расположен1я наиболь- 
шаго ея протяжен1я относительно меридаановъ и параллелей. 
Д.1Я страны съ круговымъ очерташемъ наиболее подходятъ раз- 
личныя зенитальныя проекцш, при чемъ за точку касан1Я плос- 
кости и шара сл'Ьдуетъ брать геометрическШ центръ страны. 
Страны, вытянутыя по мерид1анамъ (Скандинав1я, Палестина, 
береговыя области Америки), надо изображать въ поликониче- 
скихъ проекщяхъ или въ проекщи Бонна; страны, вытянутыя 
по параллелямъ (вся Росс1йская Импер1я)— въ разныхъ видахъ 
коническихъ проекщй; страны, растянутыя по произвольно на- 
правленной дугЬ большого круга — въ поперечной или косой 
цилиндрической проекщи, а растянутыя по произвольно напра- 
вленной дугЬ ма,1аго круга— въ поперечной или косой кониче- 
ской проекцш. Смотря по тому, требуется ли изображен1е равно- 
угольное, равновеликое или произвольное, прим'Ёняютъ гЁ или 
друпе виды цплиндрическихъ и коническихъ проекщй. Для 
странъ эллиптическаго очертан1я самая подходяищ проекщя 
Лагранжа, представляющая обобщен1е стереографической. На 
проекщяхъ Лагранжа изоколы равньгхъ частныхъ масштабовъ 
им1>ютъ вообще видъ эллипсовъ (на стереографическихъ — кру- 
говъ). Достоинство проекцш Лагранжа подтверждается теорети- 
ческими изыскан1ями нашего математика Че(^ышева (1821 — 
1894), высказавшаго положен1е, что для данной страны самая 
выгодная проекщя та, на которой вдоль всей границы ст1)аны 
сохраняется постоянный масп1табъ *). 

Не перечисленныя зд-^сь друпя картографическ1я проекцти на- 
ходятъ прим'Ьнен1е для частныхъ ц*лей, о чемъ упоминалось въ 
соотв'Ётствующихъ мТ>стахъ книги; такъ, экватор1альная ортогра- 
фич(^ская проекц1я служитъ для карты видимой части поверхности 
Луны, центральный проекщ'и для картъ зв^зднаго неба и т. д. 



*) См. Граве. Объ основныхъ задачахъ математической теор1и по- 
строен1я географпческпхъ картъ. С.-Петербу[)гъ. х^^дб г. 
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Число проекцШ, прим'Ьняемыхъ въ географическихъ атла- 
сахъ, весьма ограничено. Всю земную поверхность почти всегда 
изображаютъ въ проекщи Меркатора и лишь крайне р*дко — 
въ проекщи Мольвейде. Северное и Южное полушар1я обык- 
новенно изображаютъ въ проекщи Постели, а Восточное и За- 
падное— въ экватор1альной стереографической проекщи или въ 
шаровой. Еще меньше число проекщи, прим'Ьняемыхъ для ча- 
стей св'Ьта: Европу, Азш, Северную и Южную Америку (от- 
дельно) и Австралш большею частью изображаютъ въ проек- 
ция Бонна, а Африку и острова Полинезш — въ проекщи Сан- 
сона, представляющей лишь частный случай проекщи Бонна. 
Для изображен1я отдельныхъ государствъ почти всегда поль- 
зуются простою коническою проекц1ею. Только въ новМшихъ 
издан1яхъ, наприм'Ьръ во французскомъ атлас* Шрадера, 
можно встр'Ьтить бол*е разнообразный подборъ проекщи. 

На географическихъ картахъ, особенно въ атласахъ, весьма 
р'Ьдко указывается, въ какой проекщи составлена та или Д1)у- 
гая карта; между гЬмъ, на желательность и даже необходи- 
мость такихъ указан1й обращалъ внимаше еще Меркшпоръ. 
Кром* того, въ виду неизб^жнаго вытягиван1я и сокращен1я 
бумаги отъ времени, было бы далеко не лишнимъ чертить и 
печатать линейный масштабъ каждой карты не въ одномъ только 
м*сгЬ, а вдоль всЬхъ четырехъ рамокъ каждаго листа: тогда, 
пользуясь картою, можно было бы принимать въ разсчетъ 
пзм*нен1е бумаги, по крайней м^р*, по двумъ главнымъ на- 
правлен1ямъ. 

Такъ какъ перемены частныхъ масштабовъ на проекщи 
Меркатора и на проешцяхъ, прим'Ьняемыхъ для изображешя 
полушарШ, весьма значительны, а между гЬмъ только на нихъ 
видна на одной картин'Ь вся земная поверхность, то у многихъ 
уже съ детства составляется ошибочное представлеше объ от- 
носительной величин1Ь частей св'Ьта, острововъ и отд'Ьльныхъ 
государствъ. Понят1е о главпомъ и частныхъ масштабахъ проек- 
1ии да,1еко не распространены среди начинающпхъ изучать Гео- 
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графш. Привычка видеть всю земную поверхность только на 
проекцш Меркатора невольно заставляетъ преувеличнвать про- 
тяжете полярныхъ странъ; наприм'Ьръ, на этой проекщи 
Гренланд1я кажется значительно больше Индаи, больше Южной 
Америки и почти равною Африк*, тогда какъ въ д-Ьйствитель- 
ности поверхность Гренландги вдвое меньше полуострова Индо- 
стана до Инда и Ганга, въ 8 разъ меньше Южной Америки 
и въ 15 разъ меньше Африки. Подобнымъ образомъ въ гео- 
графическихъ атласахъ карты отд'Ьльныхъ странъ составляютъ 
въ весьма разнообразныхъ масштабахъ, руководясь частью по- 
литическимъ значен1емъ государствъ, а частью гЬмъ, чтобы 
всЬ карты атласа выходили одного разм'&ра. Наприм'Ёръ, въ 
н*мецкихъ атласахъ карты германскихъ государствъ всегда на- 
печатаны въ значительно бол*е крупномъ масштаб*, ч'Ьмъ 
карта Росс1и; это внушаетъ совершенно превратное предста- 
влен1е о пространствахъ, занимаемыхъ на земной поверхности 
разными государствами. 

Верное представлете объ относительныхъ разм-Ьрахъ от- 
д-Ьльныхъ странъ можно составить лишь по глобусу, но, какъ 
замечено уже во Введети, учебные глобусы д'Ьлаются въ весьма 
мелкомъ масштаб*, и при томъ ими пользуются только при 
первойачальномъ изучети такъ называемой Математической 
Географш. При подробномъ пзучеши Географш Политической 
никогда не пользуются глобусами, а переходятъ къ географи- 
ческимъ атласамъ и ст*ннымъ картамъ, страдающпмъ отме- 
ченными выше недостатками. Если бы, наприм1>ръ, понадобилось 
сравнить устройство поверхности, густоту населенныхъ м^стъ 
и с'Ьти дорогъ, количество л^сонъ и т. п. во Франщи и въ Арген- 
тине, то нельзя было бы сделать этого по двумъ картамъ этихъ 
странъ въ какомъ-нибудь географическомъ атласЬ: не только мас- 
штабы, но и условные знаки на картахъ совершенно различны. 

Поэтому уже давно возникла мысль о необходимости со- 
ставить подробную карту всей земной поверхности въ одномъ 
масштаб* и съ однообразными условными знаками для изобра- 

в. Вптковек1Й.— Картогра,ф1я. 2Я 
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жетя разныхъ предметОвъ. Такую мысль особенно подробно 
развилъ Директоръ В-Ьнскаго Географическаго Института Пенкъ. 
Онъ предложилъ составить и издать карту всей земной поверх- 
ности въ такъ называемой многогранной проекцш^ т. е. на 
отдйльныхъ листахъ^ изъ которыхъ каждый представлялъ бы 
трапещю, ограниченную изв^^стными дугами меридьановъ и па- 
раллелей; по малости пространства каждой трапецхи изображе- 
те представляло бы настоящШ планъ^ безъ зам']^тныхъ для 
глаза искажешй, свойственныхъ всякой проекцш. Къ сожал*- 
ЕЩ предлагаемый Пенкомъ *) масштабъ 1 : 1 000 000 слиш- 
комъ крупный, такъ что издаше потребовало бы значительныхъ 
издержекъ. При бол'Ье мелкомъ масштаб* такое предпр1ят1е 
осуществить легче; оно несомненно внесло бы бол'Ье ясное 
представлен1е объ относительныхъ разм^рахъ отд^льныхъ странъ 
и позволило бы легко сравнивать карты такого атласа. 

. 68. Историчеок!! очеркъ. Потребность въ картографиче- 
скихъ проекц1яхъ обнаружилась раньию всего при изображешп 
зв-бзднаго неба, кажущагося намъ шарообразнымъ. Изобр^тате- 
лемъ проекщи считается Оалесь^ предложивши для звездной 
карты центральную проекщю. Друпя перспективный проекщи, 
равнымъ образомъ служивш1я для изображешя звЬзднаго неба, 
придуманы также въ древности, а именно ортографическая про- 
екщя Аполлонгемъ и стереографическая Гиппархомъ. 

Первую карту известной въ древности части земной по- 
верхности составилъ Анаксимандръ^ ученикъ валеса, о чемъ 
говорить Стработ въ своей Географш (Книга I, глава I, § 11. 
Переводъ Мигцеика; Москва, 1879 г. стр. 7); но онъ не упо- 
минаетъ о род* принятой проекцш. По всей вероятности, это 
была прямоугольная проекц1я, на которой мерид1аны и парал- 
лели изображаются параллельными и равноотстоящими прямыми. 

*) Пенкъ. О составлеши и издан1и Карты всей земной поверхности. 
Переводъ Витковскаю (Изв-Ьст1я Императорскаго Русскаго Географиче- 
скаго Общества, Томъ XXIX, 1893 г. стр. 10^—141). 
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Простая коническая проеБЦ1Я изобр^^тена Пшолемеемь, и 
ему. же приписываютъ улучшен1е этой проекщи, известное 
теперь подъ назвашемъ проекщи Бонна. Птолемей оставилъ зна- 
чительное собрате географическихъ картъ, издававшееся впо- 
сл*дств1и гравюрою н1>сколько разъ, между прочимъ въ 1890 
году извЬстнымъ путешественникОхМЪ и собирателемъ старин- 
ныхъ картъ Еорденшильдомъ (1832—1901). 

Вскор* поел* Птолемея наступилъ упадокъ наукъ^ и средте 
в'бка не ознаменованы усп'Ьхами въ Картографш. Даже арабы, 
отличавш1еся любовью къ наукамъ и обогативп11е мнопя отрасли 
знан1л ц'Ьнными открыт1Ями, не придумали ни одной новой проек- 
щи. Арабсюе географы лишь перерисовывали и дополняли преж- 
Н1Я карты; изъ нихъ пользовался большою известностью Аяь- 
бируни (973—1048). 

Только эпоха Возрожденхя наукъ и искусствъ отозвалась 
и на усп'Ьхахъ Еартограф1и. Вторая половина ХУ и весь XVI 
в-Ькъ были, какъ известно, временемъ наиболее крупныхъ 
географическихъ открыли, что и вызвало появлен1е множества 
новыхъ картъ. Для соединен1я частныхъ изображетй откры- 
ваемыхъ областей невольно пришлось изобретать новыя про- 
екщи, особенно для представлеюя ц^лаго полушар1я, а вскор* 
загЬмъ и всей земной поверхности. Въ эту эпоху появились 
проекщи Апгана^ Лорица и Вернера, а въ частности для 
нуждъ мореплаваюя— проекщя Меркатора, Меркаторъ же въ 
1594 году издалъ первый большой географически атласъ, заме- 
чательный по тщательной работ*. Собственно съ этого времени 
европейская Картограф1я приняла уже почти нын^шиШ ея видъ *). 



*) Къ этой же эпох-Ь относится изобр-Ьтеше глобусовъ, на которыхъ 
земную поверхность можнс изображать со всею точностью. Первьшъ 
глобусомъ считается нюрнбергсюй, изготовленный мореплавателемъ и 
географомъ 1у€гаимомъ (1459 — ^Ьоб). Любопытно, что этотъ глобусъ былъ 
оконченъ въ годъ открыт1я Америки (149^)1 ^^ немъ н^Ьтъ, конечно, ни 
Америки, ни Австрал1п, и Атлантичесюй океанъ омываетъ западные берега 
Европы и Африки и восточные берега Азш, при чемъ пред-Ьлы Аз1и 
отодвинуты далеко восточн^Ье ея д-Ьйствительныхъ границъ- 

29* 
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Въ ХТ11 в'Ьк* Лаирь и Порань ввели вн*шн1я персаек- 
тивныя проекц1и, неизв^стныя древнимъ, а Сансонъ предложилъ 
свою равновеликую проекщю. Въ ХТШ в'Ёк* появилось гораздо 
больше новыхъ проекц1й: но, что гораздо важнее, тогда начали 
уже обобщать известный проекцш, новыя же стали появляться 
не случайно, а сознательно, путемъ подробнаго изучен1я суще- 
ствующихъ проекщй и желашя уменьшать ихъ недостатки. Въ 
этомъ в'бк^ трудились Ламбершь^ Лтранжь и Эймръ и 
оставили сочинен1Я, послужившхя основанхемъ картографи- 
ческихъ работъ сл'Ьдующаго XIX стол'Ьтхя. Тутъ выступили 
со своими совершенно новыми проекщями Мольвейде, Аль- 
берсЪу Араго и много второстепенныхъ картографовъ, а въ 
1825 году появилось знаменитое сочинеше Гаусса^ впервые 
Р'Ёпшвшаго общую задачу объ изображенш одной поверхности 
на другой съ сохранен1емъ подоб1я въ безконечно-малыхъ ча- 
стяхъ (стр. 294). Частнымъ случаемъ этой общей задачи 
является картографическая задача — изображеше поверхности 
сфероида на плоскости. 

Изъ сочинетй по Еартограф1и, появившихся поел* Гаусса, 
особенно зам'Ьчателенъ трудъ Тиссо—ЖШАт^ зпг 1а гергё8еп1,а- 
йоп йе8 впгГасев е! 1е8 ргозесйопз йез саг^ез 5ёо^ар11^^ие8 
(Раг18, 1881). Помимо общихъ теор1й и обзора (впрочемъ 
весьма краткаго) огромнаго числа изв'Ёстныхъ проекцй, Тиссо 
въ своемъ мемуар* предлагаетъ новый способъ построен1я кар- 
тографической сЬтки данной небольшой страны съ наимень- 
шимъ йскажен1емъ угловъ и лин1й. По этому способу вы- 
числете прямоугольныхъ координатъ отд'Ьльныхъ точекъ сво- 
дится къ ряду посл'Ьдовательныхъ попытокъ и графическихъ 
построенШ. Это, конечно, связано съ практическими не- 
удобствами, ч'Ьмъ и можно объяснить то обстоятельство, 
что пр1емы Тиссо не нашли еп1е прим'Ьнен1я въ изданныхъ 
картахъ; но въ будущемъ они, в'Ьроятно, получатъ распро- 
странен1е, потому что так1Я карты действительно отличаются 
наименьшими искажен1ями какъ угловъ, такъ, одновременно. 
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и ЛИШИ по вс']^мъ направленкмъ и на всемъ пространств']^ 
карты. 

Наконецъ и йъ ныЕЬшнемъ XX в*к* Картографхя идетъ 
впередъ. Въ этомъ насъ у&Ьждаютъ, наприм'Ьръ, новыя про- 
екщи Гринтеиа и Эккерта^ описанный въ §§ 65 и 58. 

Непрерывное появлете новыхъ проекцШ и усовершенство- 
ван1е старыхъ показываютъ, что Картограф1Я далека еще отъ 
совершенства, и эта научная область представляетъ и теперь 
богатое поле для дальнМшихъ трудовъ. 



ЕАРТ0ГРАФЙ1СКШ ТАВЛИЦЫ 



И 
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КартограФическ1я таблицы 

по элементанъ земного сфероида Кларка (1880 г.) 
(въ саженяхъ). 



Геогр. 
широта 



Дайны дугъ иерид1а- 
новъ отъ экватора 
и въ 1° по шнротЪ. 



Дмм луп, 

праммев 

вь1°аоямгогк. 



Меридаавныя 
части (I)). 



1д1ди 



_0° 

1 
2 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

И 

12 
13 
14 
"15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 

22 'I 
23 
24 
25 

26 
27 
28 
^9 
30 



51821 


103 642 
155464 

207 287 


259 I" 


310937 
362765 


44 595 

4б6 427 


518262 


570 101 

б21 943 
673 788 
725638 


777492 


829 351 
88x215 


933083 
984957 


I 036837 


I о88 723 


I 140615 


I 192514 


1244419 


1296331 


I 348250 


I 400 176 


1452 НО 


I 504052 



I 556001 



821 
831 
822 
823 

824 

82б 

828 
8зо 
8з2 

Ь35 

8з9 
842 

845 
850 

854 

859 
8б4 
868 
874 
88о 
886 
892 
899 
905 

912 

919 

92б 

934 
942 

949 



52176 


52 168 

52 144 

52 105 

52050 


51979 


51892 
51790 
51672 
51538 


51389 


51224 

51043 
50847 
50636 


50410 



50 168 

49 911 
49638 

_49 35 1_ 
49 049 
48732 
48400 
48053 
4769 2 
47 316 
46926 

4б 522 

4б 103 

45671 

45' 224 



51824 

103 66з 
155 535 

207454 


259 438 


311503 
Збз 665 
415 939 
4б8 344 


520 897 


573 612 
626510 
679 6о7 

732 921 


786 470 



840 274 

894 351 

948721 

I 003 4^4 

I 058421 



1113793 

1169541 

1225 688 

1282258 


1339 275 



1 396762 

1454 746 
1513254 

2 572314 

1631952 



7.876 
8.177 
8.354 
8-479 



7200 

81бз 

0200 
1144 



8.576 22б1 



6541 

8930 

2227 

7573 



8.655 
8.722 
8.781 
^8 32 
8.87 8 
8.920 
8.959 

8.994 
9.027 

9.057 873: 



^А1 

8102 
1196 

4495 
2489 



9-086 
9.113 
9-139 
9-1бз 



9-18 6 
9.2о8 
9.230 
9-250 
9-270 
9-289 



6x25 
6997 

3302 

6676 
8502 

99бо 
2072 
5718 
1671 
0614 



342 

9790 
1037 

7309 

9-3748993 



9-307 
9-324 
9-342 
9-358 
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КартограФическ1я таблицы 

по элементамъ земного сфероида Кларка (1880 г.) 
(въ оажевахъ). 


Геогр. 
широта 

? 


Длины дугъ.мерид1а- 
вовъ отъ экватора 
и въ 1° по широтЬ. 


Д^игаы дугь 
параимвИ 

ВЪ1° по ДОЛГО!*. 


Меридганвыя 
части (2)). 


цки 


30° 

! 31 

: 32 

33 

34 

35 

36 

■ 37 

1 38 

39 

40 

1 41 

42 
! 43 
44 
'45 
46 
47 
48 
49 

; 50 

1 51 
52 
! 53 
1 54 
1 55 
56 
1 57 
1 58 
1 59 
' 60 


1 1556001 

1607959 
! 1659924 
1711898 
1763881 
1815872 

1867871 

1 919880 
1971897 

2 023 924 

2 075 9бо 
2 128004 

2 180058 
2232 121 

2284 194 

2 336276 
2388367 
2440467 

2 492 577 
2 544 б9б 
2 59б 824 
2648961 
2701 108 
2753264 
2 8о5 428 
2857601 

2 909 783 
2961974 
3014174 

3 о66 381 

3 118 597 


51958 
51965 
51974 
51983 
51991 

51999 
52 009 

52017 
52 027 

52036 

52 044 
52 054 
52 0бз 
52 073 
52082 

52091 

52 100 
52 ПО 
52 119 
52 128 

52 137 
52 147 

52156 

52 1б4 

52 173 

52 182 
52 191 
52 200 
52 207 

52216 


45 224 

44764 
44 290 
43803 
43 302 
42 788 
42261 

41721 
41 1б8 

40603 

40 025 

39435 
388зз 
38220 

37 594 

Зб957 
36308 
35649 
34978 
34 297 
33 605 

32903 

32 191 

31469 
30 737 
29 995 

29 245 
28485 

27 717 
26940 

2б155 


1631952 
I б92 202 

1753 093 

1 814660 

1876934 

1939952 

2 003 754 
2068376 
2133863 

2 200 255 
2 267 боО 

2 335 948 
2405348 
2475858 
2 547 530 
2620431 
2 б94 б24 
2770181 

2847173 

2 925 682 

3 005 794 

3 о87 599 

3 171 195 
3 256692 

3 344 203 

3433850 

3 525 771 

3 б20 ИЗ 

3717037 
3816716 

3 919 346 


9-390 6441 
9.4059969 ■■ 
9420 9871 
9.4356409 , 
9.449 9830 
9.4640362 , 
9.4778214 ' 
9-491 3582 

9.5046649 : 

9.5177585 
9.5306549 1 
9-543 Зб99 
9.5559174 1 
9.5683113 ■ 
9.5805647 ' 
9.592 6902 
9.6046999 .' 
9.6x6 6058 ' 

9.6284191 

9.640 1510 , 

9.651 8127 1 
9.6634149 : 
9.6749685 ■ 
9-686 4843 
9-697 9732 
9.709 44бо 
9.7209140 - 
9-732 3887 
9.743 88x8 , 

9755 4055 
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КартограФическ1я таблицы 

по элементамъ земного сфероида Кларка (1880 г.) 
(въ саженяхъ). 



Геогр. 
широта 



Длины дугъ мерид1а- 
новъ отъ экватора 
и въ 1° по широт']^. 



Длны дугъ 

пар&иелей 

въ1^пода1готЬ. 



Мерид1анныя 
части (I)). 



1д1ди 



_60= 

61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 

75 
76 
77 
78 
79 

80 
81 
82 
83 
84 

86 
87 
88 
_89 
90 



3118597 


3 170822 
3 223 054 
3 275 293 
3 327 541 


3 379 795 


3 432 057 
3 484 326 
3 53б6о2 
3 588 884 


3641 172 



3693467 

3 745 7б7 
3 798 072 

3 902 б99 
3 955 020 
4007 345 
4059674 

4112 007 
"4164343 



4216683 


4269025 


4 321370 


4375718 


4426067 


4478418 


4530770 


4583123 


4 635 477 



4687832 



52 225 

52 232 

52 239 
52248 

52 254 

52 2б2 

52 269 

52276 
52 282 

52 288 

52 295 
52 зоо 

52305 

52311 

52316 
52321 

52325 
52329 

52 ЗИ 

52336 

52 340 

52342 

52 345 
52348 

52 349 
52351 
52 352 
52353 
52 354 

52355 



2б155 


25361 

24560 
23 752 

22936 


22 112 


21 282 
20446 
19603 

18754 



17899^ 
77639 

1б173 
15 302 

14427 



13 547 


12663 

11775 

1о88з 

9 988 


9090 


8189 
7 286 
6380 
5 472 


4 5бЗ 


3652 

2 740 

1827 

94 



ЬП9Н(> 



4025 138 

4134324 

4247 1б8 

4363957 


4485014 


4610701 

4741425 
4877654 

5019912 


5 1 68 800 


5325019 
5489381 
5662832 

5846493 
6 041 705 


6250085 
6 473 607 
6714720 
6976522 

7262981 


7 579 338 
7932687 
8332967 

8 794740 


9340585 


10оо8 318 

10868840 

12 081 329 

14153 681 



9.766 97^6 
9.778 59б5 
9.7902914 
9.8о2 0724 



9. 813 9557 
9.825 9588 

9.838 1009 

9.8504028 
9.8б2 8 878 

9.8755816 

9.8885131 
9.9017153 
9.915 2255 
9.929 0873 

9-943 354 
9.958 0778 
9-973 3382 
9.9892199 
0.005 8308 

0.023 зо68 
8232 

6122 

9916 

4150 

0.132 5б6о 



0.041 

0.0б1 
0.082 

о.юб 



0.1б2 
0.198 

0.244 

0.3 13 



5530 

3751 
Зобб 

0613 



ос 



СХ) 



УКАЗАТЕЛЬ ИМЕНЪ. 

(Числа означаютъ страницы; курсивныя— страницы, па которыхъ 
приведены года рождения и кончины). 



Авгуетъ, Рпеёг1сЬ Оэсаг Аи^^ааЦ 293. 

Антовъ, Давыдъ Аюксандровнчъ, 370* 

А1ьберсъ, Не1ПпеЬ СЬпзиап А]Ьег8, 210, 452- 

Альбарувн, А1Ыгип1, 451 

Аваксвмандръ 144, 450- 

Ап1анъ, Ре(ег 6пспот1!х Ар1ап, 383, 

Апоц|ОН1в 4Ь 450* 

Араго, Ргап(018 6от^^^^ие Ага(|^о, 411, 45^- 

Арвстотель 325. 

Арроусннзсъ, Аагоп Агго^втКЬ, 394. 

Ашеттъ, Ьош8 Ргап9018 НаеЬе^Ц 370. 

Бабине, ^ас^ие8 ВаЬ1пе(, 359. 

Бегать, Маг(1п ВбНа1т, 451, 

Бомонъ, ^еап Вари8(е ЕИе с1е ВваатопЦ 70. 

Бовнъ, Ш^оЬег( Воппе, 325. 

Брейзив1*ь, Рг1е^Г1сЬ АгИшг Вгеа8Ш(|^ч 129. 

Верверъ, 1оЬаппе8 ^егпег, 314. 
В|тковск1й, Ваеы1К Васн1ьевнчъ, 450< 

Раммеръ, ЁГП81 Негтапп Не1ппсЬ Натшег, 

90, Зб8. 
Гауссъ, Каг1 Рпе^псЬ баивв, 218. 294^ 45^- 
Генрнхъ Мореи1апатвль 142. 
Герцъ, NогЬе^^ Неп, ^^2. 
Гпоаархъ Нвкейск1в 49.^ 450' 
Граве, Д>1итр1в Александровичъ, 447- 
Гретшедь, Не1пг1сЬ Рпейг1сЬ вге(8сЬе1, 3З2. 
Грнвтенъ, А1рЬоп8Уап Аег Опо(еп, 416,442. 
Гудьдевъ, Раи1 ви1дш, ЗвО. 

Дедвль, 1о8ерЬ К1со1а8 Ое ПвЬ, 196. 
Лжеисъ, Непгу ^агае8, 270. 

Жерхенъ, Аёг1еп Адо1рЬе СЬаг1е8 €гегта1п, 

382. 

Каньоди, иёгеа Са^поИ, 233. 

Кейдв, Аг1Ьиг Сау1еу, 56. 

Кдаркъ, А1ехап(1<'Г Ко88 С1агке. 98, 27о< 

Коллвньонъ, СЬаг1е8 Ёёоиагё СоШ^поо, 345- 

Лагранжъ, ^08ерЬ Ьои18 Ьа^гап^, 271, 294^ 

452. 
Лавръ, РЫИрре ^е 1а Н1ге, 80^ 4$2. 



Ламбертъ, Деап Нспп ЬатЬег(, 117, 148, 

218, 294, 452. 
Лвдмавъ, и^тапПэ 104- 
Лорвцъ, Не1ппеЬ ЬогКх, 389. 
Лорвья, Ап(оп10 Напа Ьог^оа, 126. 

Маверъ, ЛоЬапп Мауег, 371. 

Маберъ, ТоЬваз Мауег, 371. 

Мевдел11евъ, Д111тр1в Ивановвчъ, 442. 

Мердокъ. Ра1г1се МагДосЬ, 204. 

Меркаторъ, бегЬагА Мегса1ог, 153, 448, 451* 

Мшщевко, Ведоръ Герасвмоввчъ, 450> 

Модьвейде, Каг1 Вгапёап Мо1Ые14е, 351, 452- 

НвБоюз!, ^еап ВарЦ8(е К1бо1о81, 394. 
Нордевшильдъ, А<1о1Г Ег1к Когдепвк^бЫ, 451. 

О'Фарродь, ^ате8 0*Рагге1, 256. 

Паранъ, Ап(о!пе РагепЦ 83 .^ 452* 
Певкъ, РпеДг1сЬ Каг1 А1ЬгесЫ Реок, 450. 
Постель, 6и111аате РовЫ, 114. 
Птолемей, Клавд1в, 49, 191, 325) 45^- 

Россель, Киеве], 180. 

Саасонъ, К1ео1а8 Запвоп, 320^ 452- 
Страбовъ 450* 

Твсео, К1со1а8 Аирт81е Т188о1, 96, 452- 
Уэтчъ, 1Уе4сЬ, 180. 

Фвшеръ, РЫПрр Р18сЬег, 87. 
Фшрвнп, МаЦео Рюгш!, 203, 382. 
Флехстадъ, ^оЬп Р1ат81ееё, З'Ю. 

Хвльгардъ, ^и1^и8 Егавтив НИ^^вгё, 251. 
Цахъ, Ргаиг Хатег гоп 2асН, 359- 
Цввгеръ, Цвколай Яковлевнчъ, 285- 

Чебышевъ, Пафвупй Львовпчъ, 447. 

Шрадеръ, ^еап ЪалШ Ргап9018 ЗсЬгадег, 44^- 
Штейверъ, ^асоЬ 81ешег, 93. 

Эккерть, Мах Ескег(, 360. 
Эрв, Сеог^е 814(101 А1гу, 130. 
Эйлеръ, ЬеопЬагй Еи1ег, 198, 452- 
валесъ МплетсЕиЙ 61, 450- 



УКАЗАТЕЛЬ ПРЕДМЕТОВЪ. 

(Числа озыачають страницы; курсивный — въ выноскахъ). 



Аравметическая иропоршя 441. 
Арнеметичеекое среднее 441. 
Атласъ 3. 

Введеше I — з4- 

Вершвна 6о^ьшого круга 177* 

Военно-дорогная карта Еврюпейской Роес» 

228. 

Военно-топографпческая карта 337- 
Выборг проекщи 445 — 4^о. 

РармоЕяческая ирооорц1я 441. 
Гармоническое среднее 441. 
Географическ1я карты 3. 
Геометрическая пропорция 441. 
Геомегрнчеевое среднее 441. 
Гипоцнклоада трехрогая 92—96* 
Гдавныя направден1я 11 — 13. 
Главный масштабъ з~4- 
Глобусъ I, 449» ^5^- 

Дднны н^которыхъ кривыхъ 94 1 1641 170, 

264—266. 
Д'Ьден1в проекц1й 5 — 8. 

Задачи наввгащонныя 171 — 180. 
Заключеше 445 — 453- 
Звезды падаюиця 69. 
Золотое с*чен1е 434 — 43 5* 

Изображеше перспективное 35* 

Изоколы 34- 

Изопериметрнческая кривая 121 — 1 2 5 т 151 — 

152. 

Индикатриса 15. ' 

Пскажежя 27 — 34- 

Псторическ1Й очеркъ хартографическнхъ ироек- 1 
щй 450— 453- 

Карта Азттскоо Россш 222. 

Карта пограничной полосы Аз1атской Рисс1в | 



Карта Пмператорскаго Руссхаго Географнче- 

скаго Общества 227 — 228. 
Картинная плоскость 35* 
Картографнчесшя таблицы 455 — 459- 
Картограф1я у 
Карты географическ1я з — 4* 
Карты Луны 48—49- 
Карты морск1а 1бо. 
Карты небесныя 69. 
Книги по Картографн 382, 447^ 452- 
Кораблевожден1е 171. 
Курсъ 1бо, 172. 

Лаглинь 171. 

Лагь 171. 

Логарнемическая спираль 124, 169. 

Локсодром1я 159 — '7^' 

Масштабъ з — 4^ 8 — п. 
Мерид1авныя части 156. 
Мврид1анъ I — 2. 
Миля морская 156, 171. 
Морск1я карты 1бо. 

Навигащонныя задачи 171 — 18о. 
Навигащя 171. 

Наибольшее искажеше угла 17 — 19- 
Наибольшее ранъединсн1е 1б6, 175- 
Наоравлеи1я главный 12. 
Наиравлен1а соотв^Ьтетвующ1я 15. 
Небесныя карты 69- 

Общгя теорги проекцш: 

Вн'Ьшннхъ 70— 8о. 

Зенитальныхъ 107 — 112. 

Коническнхъ 187—191- 

Перспективных ь 35~41- 

Поликоническить 240 — 243- 

Равнчвеликихъ 571 — 382. 

Равноугольныхъ 294— 30*« 

Цилиндрическнхъ 1 40— 1 42. 
Опред'Ьлеше осей указательницы 20—27. 
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ОпредЪлеше ио^ожвн^а оси иалаго круга 231 — 

2^6. 
ОтшеСТВ1в 172. 

Падающш звезды 69. 

Параллель 2. 

Перспектпвное изображеше 35* 

Плаван1в 172. 

Плавъ 2, 4- 

Плоскость картинная 35* 

Площади н*которыхъ кривыхъ 95~9б» 124 — 

125, г 52, 170, 2б6— 2б8. 

Полярныя лии1и 360. 
Построеше но точкамъ 112—114. 
Постровн1е Росселя 180. 
Предельное искажен1е угла 17. 
ироекцш: 

Августа 293—294, 445- 

Авталичесшя 6. 

Автогоническ1я 5. 

Аитова 370"~37Ь 445- 

Альберса 210—213, 44б- 

Американская 251* 

Ашана 385—3^9» 451- 

Араго 411—416. 4401 452- 

Бабине 359- 

Бонна 325—345? 44б, 448, 45 ь 

Брейзинга 128 — 130. 

Вернера 314 — 3^о> 44^, 45 ^• 

Вн*шшя 41, 70"" 104» 452- 

Гаииера иерсиективная 90 — 9^* 

Гаимера производная 368 — 370* 

Гаусса 218—230, 446- 

Гвоионическ1я 66. 

Гоиалографнческ1я 6, 359* 

Горизонтальная ортографическая 45 — 4^. 

Горизонтальная стереографическая 53 — 
5б, 44б. 

Горизонтальная центральная 65 — 70* 

Горизонтальный 41- 

Гринтена 416—442, 44б, 453* 

Дедиля 196—198. 

Зенятальныя 7, 107 — 49^ 447* 

Изоцилиндрическая 148 — 15З) 445* 

Картографическ1я з 

Квадратная 142—1447 44б. 

Кларка 98 — 104, 44б. 

Коллиньона 345—351' 

Коннчесыя 7, 187—239, 44б, 447- 

Конфориныя 5- 

Косыя коническ1я 230—236, 447* 

Косыя цилиндрическ1я 140, 184 — 186, 
44б, 447- 

Лагранжа 27 1-293? 310— 31 3^44 5~447- 

Лаира 8о— 82. 

Ламберта 117—120, 44б. 



Лидмана 104—106. 
Лорица 389—394, 451- 
Лорнья 125 — 12^» 44б. 
Мендел1^ва 442 — 444' 
Мердока нервая 204 — 2о6. 
Мердока вторая 206—208. 
Мердока третья 208—210. 
Меркатора 153-159? 222—224, 286— 
287, 305—506, 445»44б, 448, 451- 
Многогранная з, 450- 
МольвеЙде 351— 35 9? 44 5, 448» 45^- 
Новая равновеликая коническая 215 — 

218. 

Новая равнопромежуточная коническая 

200—202. 

Ортогональная поликиническая 242, 252, 

Ортографическ1я 41 — 49? 447» 450- 

Ортоиорфныя 5- 

Парана 83—87. 

Перспективный 6—7, 35 — юб. 

Плоская 142. 

Поликоничесыя 240 — 270, 44б, 447* 

Полярная ортографическая 43 — 44- 

Полярная стереографическая 50 — 5 1?44б. 

Полярная центральная 63 — 64. 

Полярныя 41* 

Поиеречныя коническ1я 230—236, 447* 

Поперечныя цилиндрическ1я 140, 182 — 

184, 447- 
Пестеля 114 — 117? 44б, 448. 
Производный з68 — 371* 
Произвольныя 6, 383 — 444* 
Простая коническая 191 — 194, 44б, 448, 

45ь 
Простая поликоническаа 243 — 251. 
Простая иоперсчнад цилиндрическая 183. 
Прямоугольная 144 — 147* 
Прямоугольная поликоиическая 252 — 

270. 
Птолемея 191 — 194? 451* 
Равновеликая зенитальная 117- 
Равновеликая коническая 213 — 214* 
Равновеликая поликоиическая 270. 
Равновеликая поперечная цилиндрическая 

.85. 
Равновеликая прямоугольная 145 — 147* 
Равновелишя 6, 314 — 3^2. 
Равновелпк1я коническ1я 189, 204 — 218. 
Равнопромежуточныя коническ1я 189, 

191—204. 
Равноугольная поликоническая 270. 
Равноугольная поперечная цилиндрическая 

18}. 

Равноугольный коническш 189? 2x8 — 

230, зо8 — з^о. 
Равноугодьныя 5, 271— З^З* 
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Савсона 520—3^5» 448, 4 $2. 
Сердцевидная 314. 

Сниусо1дальвая 322, 382, 44 5 ^ 44^. 
Стереографвческ1я 41) 49 ~ ^1» ^^З) | 
288—291» зо^~Зо8, 450* I 

Тиссо 96—98, 45^' I 

Уиоввыя 7> I 

Усоввршевствованвая Птмемея 194 — 1 

195- 1 

Уэтча 180—182. I 

Фншера 87—90- I 

Центральвыя 41, 61—70, 447 ^ 450* 
Цвлндричесмя 7, 140—186, 447- 
Шаровая 394—4111 44б, 448. 
Эвватор1альная ортографнчесвая 44 —4 5 ) 

447- 
Экватор1альвая стереографическая 51 — 

53, 446, 448. 

Экватор1альвая центрадьвая 64 — 6$. 

Экватор1а1Ьиыя 4ь 

Эквиважентныя 6. 

Эккерта 360—368, 445, 453- 

Эри 130—1391 44б. 

Эйлера 198 — 200. 
Прошадка 173* 
Пропорщн 441. 
Прямоугодьныя координаты 236—239. 

Рад1автъ 69. 

Рад1у€ы кривизны в^Ькоторыхъ крнвыгь 170, 

262—264. 
Разъедивенхе 1б6, 175- 
Румты 94- 



Свойство етереографическихъ ороекщй 57 — 6о. 

Связь между горизонтальными и 8кватор1аль- 

ною стереографическими ироекщями 56— 

57- 
Синусоида 151, З^^^ 365, 382. 
Склянка 171. 

Соотв11тствующ1я ваправлея1я 15. 
Специальная карта ЁвропеМскоИ Росс*1и 228. 
Сиираль логариемичоская 124, 169. 
Среднее изъ двухъ величинъ 441. 
Сущность картографическихъ проекщб I — 5* 
Схождеше мернд1авовъ 188. 
С*чвв1в золотое 434 — 435- 

Таблицы картографическ!я 455~459' 

Торъ збо. 

Точка врМя 35- 

Точка ыаибольшаго разъединены 175* 

Трехрогая гипоциклоида 92—96. 

"Углы пологен1я 176. 
Узелъ 171. 
Указательница 13 — 20. 

Центръ тяжести дуги круга 361. 

Части мерид1анвыя 156. 

Частные случаи проекщи Лагранжа 285—293- 

Частный масштабъ 4* 

Число проекшй у. 

Экваторъ 2. 

Элементы указательннцы 20—27. 
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